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~ 1. Inleiding 
Reeds eeuwen lang ~ijn velen, zowel mathematici ala leken, geboeid 
geweest door fascinerende eigenschappen von de rij der natuurlijke ge-
tallen 1,2,3,.,. Doordat deze rij wel een der meest eenvoudige rijen 
der wiskunde is, is het mogelijk dot de probleemstelling van tal van 
' hear cur1euze eigenschappen, zowel door wiskundigen ala door niet-wis-
kundigen kan word en liegrepen. In het :-i lgemeen echter blijkt da t de be-
w1Jzen dezer eigenschoppen, met hoeveel verve en toew1Jd1ng ook door 
leken gezocht, niet binnen hun bereik 11ggen, jo zelfs soms nauwelijks 
en zelfa soma (laten wij hopen: nog) niet binnen dat van de mathemati-
ous. 
Juist door de simpelheid der probleematelling hebben vele proble-
men in dit gebied een wereldvermaardheid verkregen en, well1cht ten 
dele hierdoor gegrepen, hebben tol van m8thematic1 naar oplossingen van 
die problemen gezocht. Dat daarbij soma een geheel nieuw gebied der 
wiskunde ontgonnen werd w~s voor de leek ~inder tot vreugde dan het de 
w1akund1ge tot droefheid stemde dnt zelfs met deze nieuwgesmede hulp-
middelen h1J nog niet tot een oplossing van de vraagstukken kwam. Door 
dit gebeuren echter kwamen delen van verwante vakken ala algebra en 
analyse tot grote ontwikkel1nr,, welke ontwikkeling vaak ha~r vruchten 
weer had in haar b1jdrage tot de oplossing van geheel andere vroagatuk-
ken. 
Eeuwen lang is men in het onzekere geweest of de bewering vnn 
Fet"fflat dat hiJ een kort bewijs had gevonden van de stelling dater 
n n n geen gehele x,y ,z en n(n ~ 3) bestaan waarvoor geldt x +-y =Z , juist 
was of niet. Tot duaverre is er voorzover mij bekend 1s nog geen wis-
kundige geweest., die van de juistheid of onju:iistheid van dit spectacu-
la1~ geworden vemoeden een bew1Js, laat staa~ een kort·bewijs, heeft 
gegeven. In zijn zoeken naar oplossingen maakte in het midden van de 
~or1ge eeuw Kummer een rout, wellrn na door hen te z1Jn onderkend, le1d-
r,,;, tot'.;<)~ ontw1.kkeling dez:o ideaaltheo·r1e, een toen nieuwe tak der a lge-
, • oo.; w13. zullen biJ bepaalde bewijzen wel eens van deze theorie ge-
k: in•Jtt~'.•. 
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Evenmin als bij het probleem van Fermat weet men than& of het ver-
moeden van Goldbach juist 1s. Dit vermoeden lu1dt dat elk even getal te 
schr1Jven zou z1jn als de som van twee priemgetallen. H1er werd veelal 
de analyse te hulp geroepen, w~arbij een spec1ale tnk der analyse, zo 
men wil : der toegeprrnte 1nn lyse, n. 1. de ana lytische geta llentheorie 
tot ontwikkeling kwnm. In dit k::ider pent tevens de vermelding van het 
vermoeden van Riemann d:"> t de f'unc tie 1 ( s) welke voor ~ o >1 gedefinieerd 
0() 
is als L n-s en verder daaruit door analytische voortzetting wordt 
n•1 
gevonden, afgezien van haar nulpunten -2,-~, ••• slechta nulpunten a 
heeft op de rechte Res•½. Is dit vermoeden juist dan heeft het belang-
rijke consequenties voor de getallentheorie,met name voor de verdeling 
der priemgetallen. 
~ 2. Ont binding 
In het vervolg zal voornnmelijkworden beschouwd de rij der natuur-
liJke getallen, soms echter ook haar uitbre1d1ng tot de verzameling der 
gehele getallen. Beide getalverzamelingen hebben de eigenschap dat met 
a en book A+b en ab ertoe behoren, wnarbij voldaan is aan de volgende 
eigenschappen 
A1 a +O=O+a=a 
A2 a+b=b+a 
A3 ( a +b) +c=n +( b+c) 
M1 a .1=1 ,n ... a 
M2 ab•bn 
M3 {ab)c=ri(bc) 
M4 a (b+c )==ab+ac 
A.4. Bij de tweede der genoemde 
U.Jking a+x=b voor alle a en b 
v~rzamelingen bezit bovendien de verge-
een ondubbelz1nn1g bepaAlde oplossinG x; 
men sehrijft X=b-a. 
Het kan voorkomen, dater bij twee gehele getallen n en been gehcel 
getal c bestaat, zodanig dat a=bc is. Dan schrijft men wel b\a. Is er 
geen zo'n geheel getal c te vinden, dan schrijft men b ;(a. Een verz:::i-
neling die voldoet aan de eigenschappen A1-4, M1, M3, M4 noemt men een 
ring; 1a tevens voldaan aan M2, don heet zc een commutatieve ring. De 
,erzameling der gehele getallen is dus een commutc1 t1eve ring. 
Eenz~~~belangr1jk begrip is het begrip priemgetal. Een priemgetal 
een ~etal dat geen andere factoren bezit dan het getal 1 en zichzelf • 
. 1,tunda-.ntele stelling welke wij thans als eerste grondresultaat wil-
- ~~ '"f ' 
~$rJ 1 atlei~en is de etell1ng dat ieder natuurl1Jk getal op een en slechte 
lf~},'.'f1Jt;e J;atgez1en van hun volgorde) te schrijven is als een product 
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z1nn:ighet.d te kurmen h.·:indh,in:cr1 cer: VE,r-dere nfspr·1,1k nodtg ls, b.v. dnt 
ont:blndingtm c:H.f ~f~c:,:c:ts d',::irln •.;(rsch1Llen d;:t een ".Jf ;nE·er f:::~'.~tor,::.n 
Vf:l'OChi.1 t, als dl~cl 1: ~ordcn gerekcnll. 
Men !CH: z le h !;\,i zien ~ct felt 0~t dL gehele get3llen ecn ring 
mel1ng der n~tuurlijke getDllcn. ~Jarnn l~ten wiJ zien dat bij een be-
ldt, Is ver~0lgens :~angetoonJ 
is due een tweede tewLJs S(:vonJen. 
Zot}ven WDS spr·)ltE: v·:n ecn sµc,2L!:::1 type r•insen. Jit ~rn.gger~~;,ert :'1 
O't·,t ,J,~ \.-,~J.e..,;•,oven ,,.~Jr·cr,c•,,.·•lie "-•1 <:tt'~T)S"'~'•''~•,ner·i, ( i•·nr r,1 T)cren or •v·rp1 d,., nr1 t1 1nl:'-'•" -. "'' 1 ... , • "'·' i ~} ~:;, , ... i },>,.(,,,, ~ -C::, .... ....,).1,•~ ..... ~J~~.:' \, ,,,, .. , ,.. ,,..__ !,.,:, ..... .,. •. • . .., N'• .,_.,;. 
ona directe bewijs vrn cie stelling voor de verzomeling der n3tuurliJke 
e~et8llen 2;e'tn•·dJ.ken wi,J not~ lets :-,r:,:era ,::rn deze Vt.:r,:nrv.:l:l.n'::, 1~.1. hsc:t 
felt dat ze ~eord~nd ia, d.w.%.: 
Bij leder tweetRl ~et~llen 1 en b gcl(lt ci~n en slechts ~~~ deP re-
lctles ~ < b, :-,:;..;t, b <:_:,. Me:n hnc,·t :: < b chn en slechts drn1 ::i ls EH' cen 
natu~rlijk getnl x bcst~Ht zoC:•nis J~t t~~4X is. Gernnkkclijk bewiJst 
pen b > ·1 l,cjdt tct ··1 > c) ., Vocrts schri,jft wen voor 
ook wel ii 
1:l.jk. Met~ heeft wegens t',Gvcn:::;tvmr:le ,,::,pmE;rkin~"; voor een ontb:Lnding ;3::::b,:; 
slechts nlle n,::tuurli.Jke :-:err: De:; :_; te: y,.,:ober-en cHe < :1 zljn. N~1 eln-
d1g vee1 atapperi weet mer; d·is cf H:n f·1-::tor .::_ :-1 bez:tt. Is dit niet 
het f.~ev:'ll :br! 1.s P zt:lf rr·~J.e:;1 en lG c;0n pr:l.er:,ontbinding gevomlen cHe 
u1t slcchte eESn f.:1ctct' best:i:,t, 1~, etn de1er1 b <.n gevonden, w.nar-biJ 
dus t,=bc geldt met r::.1t,J.ur1J.J1<e c ., cirn1 het'tl:1lc men het or;de:czoe;< met 
b reap. c: in plaata van~ .• enz. Ju1st 1)r:1clat l, ,~Cl, c: .::Ji lcopt· het ver-de-
re cnderzoek voor b e11 c. hun delers, de delera van hun delers enz. n~ 
een eirHUg !11:rntril stnppen nf ~rn is d,rnr,nee dus een prler:·:ontb:1.rn:liq; v:1n 
,~ gevonden. Het bedroevende 1.s dat men ln de pr'DGtlJk Vt'ijwel ovei'.' geen 
betere methode vnn o.nttd.:1d:tr,g Vc!n ee11 .getr11 bes chi kt dan de primi tieve 
hlf:r• geachetst(?. 
De on,.Subbelz1rm1.gheid vnn ontbindint~ V8n een natum•liJk geta l is 
eohter laat1ger te bewijzen. Daa t~voor lt;.'iden wlj enige lemma I a tl f. 
Lemma 1. Bi.,1 :leder p::rnr n~ttiur·11,ike get:·illen a en d 1s een get::-11 r t.~: 
- , 
.vin:!]er, ntt'.!t .-:1~~--:1_j +t'l ,, q -~~c:t·H::.~c?1 '.~. ;_:·~ ,~rt C1 ~ t• < :J tl ( t~ae lf.~n '._net t't~st n). 
rr..a -qd <. d. 
Lt?mma 2. It1dcr. r~1n r' n:·1 tuurli.J:<c r;et:"!llen ·: en b t,ez1t f~en cr•ootste ge-
-
rneenac~3~teliJke 0eler ~1. ~e~c 18 te sct1rl~ven in 00 gede □ nte d-~u+tv, 
w~aPbij u en v ~ehee! zijn. 
Bew:t,i s ~ 
----
1r iedec get~l slechts 0indi;vcel delere bezit, bczit 
at b en get:r·u:i.ker, lemmri '1 herh:·1 ,1.i.de11Jk orn een r-lj 1.;etfll.'!.en Q.1 .,q,), •.. , 
' ·~ 
1J ., +· 
,1 ,Lt~,· \,,; 
r :;-.:q .· r. ·'",. n-2 n- 1 n- , 
V,ln f' ~ 
·1 en 
.-_r,·-,r: r 1.)_ .... 1 en t), 
is et' cen ee rs te 
-,,-11 
t n- ·j ~ C'mgekcerd 
.., rln 
• ) ·1 ,.l '-., r - , 
sroctste gemeenschAppel1Jke dclcr van~ e~ ~i. Vc~dor heef't ~e~ 
tJller, r ~et 1 gere in-
,-·\ 
"n-··1 crnn110sltJum is v~n 
8 en b met gehele co~ffici~nten. 
ffic.tor. 
BewiJa: p priem en deelb80r op ~b, rnnar niet op a. Dan is de 
identtek 1.ndiet; zi:I sleohts tn {)e volgorde der· f.3,.::toren vers(:hillen). 
GE?• 
Bew1Jn: :it,t lcder fetnl ,:en cntbindtng in prlemf:1Gt(H''f.m bezit is 
- I I -.,, t 
11) p r q q \ . .. ~ •••• i,-!s= ,, • , , • +- • 
r , V 
:\... ,.. .1 p, ('' 1 }, " •~. ... , .,. 
.f """t \,,•lw i•""''-,1•,1,l_ '""'•,) 
factoren P~,---,r~, b,v, p, 
I ;;., 
l.Terha·~J~t mer•·)'' .,, •. r)"'r~e!,.1;;. ..... ,;. , ·l ~r1• .... t5 , .. ,,.'l q 
,, • •· '" , ,., ., • •4 '·• .l '.. f· • ,.c .. '· '··''° ,.it, I; ···s.t;-1 ,.lit.I . ·, ,, .; .. , ' t 
succeas1eveli~k d8t Jlle r~~toren van het te:hterl!d 
:'h(• Vr1r) h.:,r· .i.";''1~J.-·o,,,1j,j ··1•·;v, (·1\1 "'·" 1••··t ", .. ,t·· '1 •i 
,,A •••• ,._; '·•'· ~ ol ",_.. •1.• ., ♦ " ,. .._,.. •- ... • '. -.. J. # \ , • '·-.,, I, ,. ,;, I_~ 1) • ,i., l.. igi 
enz. dan vindt men 
Opmerkirig. B1j cle c,anonlcke c,rit 1:·l.ndiq.:; van uen '::et:31 m p1eet:;t men !_?;e1l,.J-
:- . ..... r,, r-.? 
,.-,., ,,·,,ric•r•,<••,,·,t·•"•E-i-" s",t>lf•~· 1- c ,··.c,,· .. ,p" Mr···~ 13•·"'\t'l ··, t 'F"'' n1--,n · ,-, "' 
,., .. ,i t•· . , ..... .1. '", .,... ,.•\... .. ' .• , ,,, ... ,••·• ,,..· ,1 .,, l , ... 1"" ", _,,LJ I,,. \_.-t -~} ,I,, \" .. 1 ;1.J h , .. I>" 1 ""D llll ¼. s ll 
W1j kunnen nlct n~l t8r1 n~ voor ring~n in het nlgemeen een ondcr-
, t~ s~ellen, Ee~ot rnoeten wij 68arblj no~ 
een en 2nder preciGeren. In ~et vcrvoJG taschouwe11 wij een voorlopig 
r.;riteitsgebied. 
Definitie. Ee~ eenhclci ls cen set l a2t Jeelb~3P is op het ~ttJl 1. 
Voorbeeld: -1 1s een cenhci~. 
,.,.,., ..... \ lin .. ·• 
\.) \,* .;;. .l •. - ... • , l.,•_1 • 
---inverse dan 1s het eeri eenheirl, 
:~ct:,1 v 'is het irr,·cr'f3f' v .r, " . 
Ia or.1r;elrner-d gegevcn rJnt cen ,;et:11 u een lnvr:r'fH: (v) bczit., (hn 
On'1',[•\TO ··1 H£>'f- ,..,,,,~r·i·,.,,+. •!n"' 
~• ,...., • \.:..~I..• t,J ..... )•,-~,-',\,,..;·V \,-~•lJ twee et:r.heder: is wc(n::·· een cenheLJ; elke i:12cr1t 
f '"'f'! .. •"';,,·t"(•l•"' c··x··· ,~,,,.,,,. +· \ ,,.,,. \ ,, , !,. _... ·i.,.; ~..,, '"' 4· *' ..,.. •.. ,. ~.J \; .i. ., .,_, It. J l/ / ,. I l i 
:•ef' ini tie. Twee getn llcr, hd:cri r;e,·, f:HJoc iecrcl n 1 s hu.n q;.wtHJnt een een-
beid lB. 
( ,,1,-·1 ).,__ __ (\ •'i',,;.: n•~-/1 ~i 1 S h/n Dus -, ·1 s 1;:;(;'rJ 
.... ,.~ l 1./-·"\..,., Jl -~ ......... "1t.. .... ~. 1 '" ,J..i ~ ... • ..,..,, '-1. ..l 
eentei.d. 
Is b~O, dAn is a=O en ook ~nn zijn 1 en b k~nnelijk seasso~1eerd. 
dient men - om de eenr)u1d:i .. gheld der ontb1.ndlni.; te kunnen h3ndh.:weri -
!llereerat. n f te spreken 1 da t twee ont':;:i.nc.1 :i.nr:en ., dte ~3 lecht1;1 dtt,:! rin Vf:t"-
lch1llen dat een of meer jer fectoren 0oor hun gc1esacieerJe z1Jn ver-
vangen en een of meer> eenheden zi,jn toegevoc:igd (of weggelnten).,, ala de-
zelroe wc,rden gereltend. (Dlt ::-1erkter: ~.,ij __ J hier-bo·.;er: nl op bi,j ,Je ontt)in-
ding vari gehele getallen, b,v. 21=3,7, mzi:n• ock 2·1•=(-3)(-7) en 
•'.),i ( -1J· { ·• )7' en"' ) 1·'" 3· .... , .. "' , t "1 • ,.. , ..... ·~ .. •'i ., 1•• ~·· ·"' l" ·e · · 1,,.... ... i .,. ····, , .. , c.,1= - • -.1 4.•1 "'"'• f.:,·::tl;.1 ?11.t n.e ... ,.,e,,e ,';C:.,.s,..r,,<:."'- v\·~ .. /J q .. ,::.~er.. ... € \i,· ... , 
OE 6., 
Allereerst ~even wlJ ~en voor~ee d8t nlet in iedere ring zond~r 
()t.)r:::(:1 -r . 7e ·2 $ i'ro\)r~ ,:i :.-1! n ,-:: •"1 t ~ c ~-~~: e ~~:ct 1.1.en c~t?: t rz te r; rite· t t sf:e t;:i t (~(l v Ot""'r-~l€·f') • 
.... ,~___,.,.,_ 
WiJ la ten tr,-1 n3 ,.len .ht iic,t; ;'.;et·1 t K tn ,:3eze 'H:t·:2::cimeling twee 
verschiller1de pricrnDntt1:ndln:;;en heet't, :, ller·eerst de welbekende 10=~::. :i 
, • ., -1 ,.) l ···, . \ ,. ,·· . ,. 
~:n ver't'.Jet' ,: .. ~-:::.,:.+.] 1\c-;; .; , 
Het bewijs la gelcverd Als wiJ ~;!~tonen V:l.€,{' 
,-: t:' :")+ j e > ,-, j ,,· •••1.Prll ,l ''"I • • r. 1 .) 1 c. I, c:::-, ~it-~··•: • .i.8 €',. ~:,een tweet:' l rnmner ge.1ssocieerd i 8. 
(;'pgr,ve Jl 'TO(''l" t'1VP-, .. ·,·1 :,,c,•, ,-'1,~,t 1')0 qr•'in·,,, ,,,. j•) de'7.e V'"}";,.:,~melin..r,. 
- ' ~ t 4' .I l ~ - ). 4 '-J ~.,,, ·• ' . , l, J 'l.,,l •. ~ t• ,,.. '\,..., , <, .. t_ ~.;l " I, 4..-,, '\:, .. C) 
2+~j en -2-J voldoen. Evenzo blijkt 2-j pri.em te 
zljn. 
7·ij·•·• \'O~J .r•-- l')'"'r"t:·,, 1··tr,.,l 1· j 1" ···c··~r· ,.·.1e-.L.1.n1·. ,· _ ,.,., ,L, •· •t:)t..- e)'{.';,, ... ,k'i ... :-,.'-.,·-· t\, ~J \~~ • ·. - - " 
Gpgave 5. Voer: d11, ult. 
vcor•wfl;:n•de J/.W een :inte,1 r-tte'its5eb.1-ed ::1oct .,,1:ir(Jen opge.JJ~i~:a w:tl er1.n de 
crondatelling gel1i0n. 
~. Ee:1 :Lde::i~il .\.s een (kelver>:':'.:meUnc ViHl een r>ing met cle vol-
gende e1genscl1~ppe~: 
:)ehoort ,9 ertoc en t~ tot de rin,~, ,Lrn behoor-t r:1 tot het 1de~:i3 l . 
.Q.!:,:::olg. Met t1 en b be::,oGrt O.)k G-'.l=,C, due 0-b=-t,, ilus :1-(-l:J).,,a+b tot 
he t l.de•H) l . 
Opmet•klnf;i. Bez.it cle r":tng ~1.;n ;c.:enl,e~-Jselcr1<:.'i~1; thrn ,!!'.:·,g men 1n de dcfi.ni.-
tie vsn ideaal in de eerste regel de uttdrukking n-b vervnngen door s+b. 
Immers als :1 en b tot het ide:.nl behor•en cl,rn ook (-1)b en dus rH( ... ·i)b:::.: 
Voor_beeld~.'2.. B:tj de r'lng det' gc:he le geta 1len vormen a lle even get a 11Em 
een ideaal, Bi,i de ring der veeltel'rnen (met b.v. willeket.:r-ige complexe 
oot!'f:1,.c:U!nt-en} j,n 8€-n ver:)ni.ltH•l.i,.fke x vormeu a 11(: d•'Jor x dee l bn :--e veel .. 
te nnetl een idea a 1 • 
. !'.)~OV4?, f~ ;Bewijs dat,. 
GE 7. 
Onder de idealen z1Jn er bijzondere waarvan alle elementen veelvou-
den ziJn van een element uit het ldeaal. Zulke 1dealen heten hoofdidea-
len. Zijn alle elementen veelvouden vnn a, dan geeft men zo'n ideDal 
aan met (a). 
Nu bestac:in et' ringen w:uirb1j iedet' ideaal hoofd1deaal is. Zulke 
ringen noemt men hoofdidco~lt'ingen. Wij zullen nu de volgende atelling 
afleiden: 
In een hoofdideaalring geldt de grondstelling over ontbinding. 
BewiJs: eerst tonen wij de mogel1jkhe1d van de ontbinding van een 
element van onze ring aan, daarna de eenduidigheld (met inachtneming 
van de bekende hierbovengenoemde afsprnken}. 
Wij merken E..~rst op t'!at ecn priemgetal zeker een prlem<?ntbinding be-
zit. Beschouw nu een element a van de ring dat niet in priemfactoren 
te ontbinden is. Dnn is n niet priem, dus zeker van de gedaante a 1b1, 
waarbij ten minste een der getnllen r-i 1 en b1 niet te schr1jven is riln 
een product van priemelementen en de ander geen eenheid is. 
Laat de ene a1 en de andere b1 zijn. Handel daarna met a1 evenzo; 
d.w.z. a1=a 2b2, waarbij a2 niet als een product van priemelementen te 
schrijven is en b2geen eenheid 1s. Zo voortgaande vinden wij 
a=anbnbn_1 ••• b1, wanrbij an niet als product van priemelementen te 
schrijven is,enz. Beschouw nu alle elcmenten u van onze ring die veel-
vouden zijn van minstena een der getallen a 1,a 2 , •.. Het is direct in te 
zien, dat deze getallen een ideaal vormen. 
0Egave 7. Bewijs dat. 
Op grond van het feit dat de beschouwde ring hoofdideaalr1ng is 
is het hier geconstrueerde idcaal een hoofdideaal, d.w.z. er bestaat 
een element u zodat het ideaal de gedaante (u) bezit. ~aar u tot het 
ideaal behoort is er een an met anju. Daar an+1 ook tot het ideaal be-
hoort is ujan+1• )us an\an+1• Daar ook an+11an zou bn+1 een eenhe1d 
zijn, in strijd met de onderstelling dienonng8ande, Een onontbindbanr 
element a van onze ring bestant er dus niet. Thans onderzoeken wij de 
eenduidigheid der ontbinding. Hiertoe tonen wij oak nu weer lemma 3 
aan, waarna de ondubbelzinnigheid der ontbinding geheel zo ala h1erbo-
ven volgt. 
Last dan een priemelement p van de ring deelbaar zijn op een pro-
,duct ab, maar niet op a. Beschouw de verzameling der getallen van de 
,;aec;laante ua+vp, waarbij u en v tot de grondring behoren. Deze verzame-
ii11ng 1a. een ideaal. 
!~(5!V$,,,.~• Bew1Js dat. 
>;{f 11'.le •erzaraeling is dus een hoofdideaal., d,w.z. alle elementen ervan 
t'i31,t VetttilV<>Uden van een element g van het ideaal. Daar p tot het 1deaal 
:I~ttoo~:j-, ~tatgez1en van eenheden, gelijk aan p of 1. Daar- ook n tot 
vee j 
en 
l 
f ) e 
1' 
q 
ocl 
( 
Jn, 
1 
i· ,, 
li 
,.L. 
t:::,( 
·- z; 
!l t; 
::: K f~ st' e 
" 
i. 
n $ 
¥1,, + = I',+ I'} I.. 
JE 9. 
,.,,. \" r.· \ ''>t'1 I"·\ 1 ·,/'\ ·, ,I' 1""'-'1 ,.~, ........ ~.•l ·, ,.- •• -.,.,, .... , .~""' \.,,,.,,,,,1',.•1· , ., 01·-, .. ,_ 
'"e.- ea, ,".lr. t.i jl;;_ .,., . .:1 !•:">,-.. .\:a • i'l,, . ,,.,,~.· .. ,,f.: .,.;,:. ,,.;. ... \:![.J.&1t:, \J~ .. <'f,;,, ... t;: ., 1, ...... I:;, 
mede is 1ua tevens 0ansetoond d~t in de ring van Gauss de grondstelling 
geldt, 
Ge:1ee1 'JC.1 dc2:elfdc ,1.l. 1j~:cl is }1ct "t:f:",,;t,.-.1~~. te ltJ:'l€rf::n cJrit 
i l #:,., '.:\ M' ,,. ':"I~ , ~ ... ) , - ,. ! , P• .~r , .... ~ 1 •j • ,.., :' ..... }\ 1 '\ r; ~ r- -, s (1:. Vi:~?:', .. ,.,.,le., .. d,i;, .. ,l, t.,(.;•~" .ii,.,..,,.__ , ••. :ne •. gC,lC..:.(; 
•1 •' r· ~ r·1 .. ,. R 1 ' ... r;,; ' l, .. , ·•· ~_. , \ . . 1 . '\( ~ J , 
n en b Euclidioch 
£~~ave 1·1. Voet' cHt uit. 
0 r ' 1, ... , ..... ..,_, r.'t~,'••~ ,.,,,.. ,i,.. .... ·, •• , ni.~ .. , ... ~~•· ·.·,,l' It- r-;_;\ .·. ,·,r·.b. l .. , 11t...l-;-, 11,~ .. ,(,·, 11 ·1~ ... ,•, ... , ' ' ~- '_/..,,;(.).'., ,,,.r, ,.,,-1\. "<'.;! 1.J,,,!_c•~·l ,\, 1/,,; er. r.,:+-;:i.',. v)) l,1.>•--J...l.l,1 .... 8~-., Z-:t,;n • 
., r- ,:, ,., 
Als nonn var. c~m 6eta 1 ;:1 +ti ·-v 2 nt.me rien I:~ i.~ -2b''· \ cTi van <H:n1 l'.~et.:-i l 
'" ~•-> +'I,. ( l. ..... 11 A l'7'i, \ T)erne 1•1""r) :·, 2 - 1  'h ·•·'·.2.- .... :'.j G·P '" ·1 er }"• p.... l'e· j •. d..., t· ,.;; "' ,-~~-. .. '" i .. , f· ,., ~ (,,. L: 2'T;~« 'V 4.,, J , ~ \~ ,~ ,, .-.r,t,,,,> •- ~~ • .,.,(" .. .-,,~.•f J,,,..I,,., •" ,, .V • . ..sUV ...,. .. ¥ (~:~l,,.,VtT..-...,L •. -•• 
v•:,r, R( 1 • r;.6 \ ·, .. ,,,,Ju '-,~ ,:;·-r,,--,--,,,..,.n .,.,1,.,etr ,,, .... e· ., .... "r1 11r-•1··•f• l ,;r• "'r,--1 (•e 1_·.,r•·i ".•.•r• ..• 101·•,t:c·,1....,,1-.·.1 n: .. '.', 
"' .. , \ .... '"\I O J -'.,.1 '--i ~· ·- l,J • ~. , ... \,, ....... , \ ,.,. ~ 1,j ·- t ,, b ,:/ '" 1 ..... 1,, '•,A ,. '..,,: .J '' . .,~ It.' .J .. ( J ~,,.,I..'-~ ' .... - ,;;;, ... - ''...... ' 
bezitten r1Jt'lt rm ::1e Vt":,ag voor welke m de r1nt~ R('\fr.i.) wel en vo:Jr wel-
ls, men om bepaa lde rEidenen n:i.e t de rlq; H(:fm) ma8 r de 
besch,::uwt. \1·t-.n•ge 11Jk de v cli:;tn,Je 
_Opgave ·'Q.. Toon :-i~m clat in ,Jc: i>ing R( 1. ~✓ J} de gronc~stel11ng nlet t1:eldt. 
Hct antwoord op boventcatel~e vr~n~ ia aocr eamenvoeginG vrn t1l 
van op dit gebled gevonden result~ten te~slotte eerst onlAngs ~egeveri. 
1,!~t 1·"' 11ebl.c.1?cr :1•:i+· f'f'' "'](··•'l-1+· 0 , '.:-,1 ''11~n,·•de 7·, '/'·''" lTl '711z~ ''1;'l'c4 """·"'C)'"' q\' ✓-;,, '1· 
.&.l\.,• t;~ ir,~ • ·-'-'"I(\.. "'"JI -,.4'»- \,I ,.,,,. ,., • ,._,_ v .. ~ ..... ,, f . ...-,1,.,,,1.. ,,,.. •! c~,~ , ,..I l,j j "'·· .. ,4, it..,/ ~- i. ,., , 
reap. RU·r}'\Jn) Eucli(}Lsch JfJ. Vt·rrc V'H1 hie!' die mcetzaara verkregtm 
re:3ultaten nf' te lcid(:n volr:1t:vrn w:1..) t-:)t be:1lult v,rn dlt hoofdstuk •,-:8t 
de opeom.'T1ing dezer ~i-1 w:w rden, Het i.11cken te zt_Jn 
h3 v~1,.:>f!S~ek ,,,...·t,·•,,m ,r,•,y, ,.. , ... •"1Ct•·:,••';''l >O 
.;) • ... .... . •. e I,!v , .. L ... ,er, Ovc .• )[ .. ,e .. - t .. l··-.l e •. ,. 
Reeds Euclides t0wees d~t e~ onc1n!1ig vecl prierngetnlle~ best~an. 
t. ,:t· 1 ct·•:,t "E'n ·1E• •"L' ! -- 1 " ,~i'"" 7 e•····l~L~··, , .......-e.J. .. , .. \ • 1., . ,. ~.e .. r.r , .. L,t:., ,,.., • e,.
,.. n .,.. ·3 ,., ~- '· •·+· •·--,t-- ··r '"t· I- ·t '"e .,, ... , ·, .,,. t .. , '(' '1·· , .. ,. ·, ... , ,s,, ..... t.l,,"".::::,i->-,=. ,1;-1,iz·.), ••• h.ell ''•'" t::,, r:,~ ne. t, t,.··.1.€.Inl,€ a .. .l 1)1·1· :::.t:.~-•.:,101.J.,o/ ,l:.,1; 
~- .• i 
de uitdrukklng f=P 1P:···Pr+1. Kennelijk ls deze niet deelbs2r deer een 
der priemgetallen P~, ... o . Is ze zelf priern (l1n is h1ennede een n1euw 
1 • n 
p::-i.emgeta l gevcm,.1en; is ze s mf)r,geste li:1 t.ln n in eH: r,:, rer· priemdelerr:: 
een nieuw priem~;et3 l, 
Hier'bij VAlt c~ te merken, d1t men in pluJts vcn Pin het ges:h~ts-
te procede ook de 1Jitdrukking P-2 k:in ?1em1..~n, of zelfi:i tien wi llekeuriG 
oompoa1tum 
t<t'&ar:-b1J de getallen q1 , ••• qt1 een per-rnut:1 t'1e der· getallen P,1, •• .,.p,.. zi;;n ~ l f ~ J 
eri A en _,A,: gehele get;a 1len, die 8 lech ta zo behoeven te word en getrnzer, 
dat dit compoe1ti.;,m nit:t~ declb:·t:::it• is op enige r":t"cht v"ln q_, ••• qn. 
Ben volge.ntle vraag, die rnen zlch zou kunnen stellen, betreft de 
GE 'l('~, 
d~.~hthe1d der peiemp;ebl1en,~ W(:1lH} h!.(:t•op neer> 1-tomt i:li.:t Jr1en ht1t ;~;Etdt>1 
van Pn a13 run.:t v;:iri n wtl be l1;n C;f ong,:-?kE,t:H•d r !Jls !.\n·ictle vnn 1:)r,· 
In het lnatste gevnl zc£•kt men ·, 1uo r:a8~"'bf:trekkinf; voor het ;~.gntal ··rr (~d 
der pr.iemgetallen dni:: .;- u it1, Wi) kunno, ,,:ier r{:eds., uitg2ande wm r,_ 1 
L ~ 
tuuc-11,jke get11 lcn 
,f ,•' 
i :-:'-'t.; 
Inwers bepaa l het. c;r<:"iott?te 
.. tH·'i 
u < 2·2 
W1_1 
ven 
zullen spoe3lt; veel scherperc s~hattingen 
Eerst echt.e:r- willen wLJ he~ pro~fdi 
,~·-, 
.:::lee~ 
voor- p en 1T t" \ 1·e-n \'"I •. 
te tonen dater oneindL,~ veel priengetaller1 best1an die een viervo1lJ 
m~ar de uitdruhkinc C -1 Jr het projuct van viervou•~en +1 
wee!" een viervoud +·1 ts, mo1:t er Lu Q t:En mtnste Eferi f~ietor zittcn ;HE: 
een viervoud +3 is. Uit fe'it dot dezo kennel1jk verschilt van elk 
der• ~.· .. ~t~11~r1 r ~ 
-- '-· ~ t-'-1 I • i, • J l ~ T} a, ,J1.1s 
viervoud +J z1Jn, vol~t ~u ~c Lcwcririt ,!i~cct. 
Op volkomcn arnloge wi.,jze taont me:r, :ian t3Jt er• oneindlE~ ver:l prlcr.-.-
ce~ zcsvo~d ~ ziJn. 
i"ln!l'AVP. ~ 17 •·.::.r• -~• "'· , .. , t 
~  V U\;,i ',..,,J ~!.. "' • .-( .. L ,; Q 
Be1de bcvens t:1z:;ri-:le pc,s,..l.l c:1 ten z1J n ,,-; ij:~ondere geva 1 len van i::e be-
rcemde ste111nc v3n .2lr•.1ehlet, wclkE 2 d~'t :tcdere rekenlwndigc ct:t•ics, 
waarvan het verschil en -~c 00rste to~i, anJerlln~ cndeelhJ~r 3ijn, on-
eindig veel p~i~nget~ll•)n bev1t. Wij zuller1 het klnssieke bewijs vnri 
deze Stelling dat cssenticel bruikt ~nakt v1n functictheQr!c en ver-
gr1ppen, hier u1ter~nr8 ~let . v~P ,J~ze st~lllng, ~vcn21ls vsn hL: 
r"eeulti~at 11'-{u) ("""' , ~ T, ~ :::;i,Jn Ln ·19~;0 1::lemcntn:i.t'C (mt?un· meer r:ioeiznr1.:.:) 
J.0,,:;, , .. 
bewijZ€fi gegeve11 door A. S~lber•g t1r1 P. Er,Ws. 
Wij wlllen th~na nog een 1njer bew1Js g~ven va11 Eu~lldcs' c~rstc 
reeultaat. date~ one1nd1g veel criemv,ctallcn zi,4n. Hiertoe voeren w1J· ~ r)n ,., ' .. I 
1.n de getaller1 Fnx2c; +1 van Pemiat. Voor n;i'rn geldt (P.,,F', )=1. Lnmers 
,.. ; · 1' , ') . ., l 1 ,Tl 
ate,l' m') .. , ~,.., ia .,...> .,4-.<! ""'"" ')slt ·"! '.)rr .. ·1 11.,.,,ea· ')' T' ·1 C"" rl,=,.J ··r.· ''[)V'i 
-p .. ,~ ••·•• U"Oll ,:· ta ~J. 1p i,h .. u;;;i &.... - - ; ••-· - l \ ._. • .,. _, 1 J •. ~, ...J"' .t;::. w. """' 
m ' ,,,n+ 1 , ::. -,M '1 
2 -1), dua 2·-- .. 14 r.: 1-~ - ... -, • 21:i nu i:. een •1)r:i.omde1er• van F . Dc:ni 
- . n 
,, 2n 9 ~n+1 1 2m . 
p 2 +1 l 2 ... 1 i 2 · -1•Frn-2. Dua p 1:·Frn(leeo: p ts nii~t. deelb:rnr op Fn). 
Bijgevo!g m.oet :it1•j{:1r element det• c•ij 1;.o,,F.1,,.I\2, ••• eE!I'i nieuwe pt"1t·mde-
letr be·zitten, W!HH"ftlE~e de etellir1g or,nieuw be•,1ez1:;'t1 is. 
GE 11. 
De getallen van Fermat spelen in de wiskunde nag verder een rol. 
Gauss heeft bewezen dat regelmatige veelhoeken netp zijden (waarbij P= 
een oneven priemgetal is) d □ n en slechts dan te construeren zijn als P 
gelijk is aan een macht van 2 vermeerd6rd met 1. De vraag komt dan op 
welke van dergelijke getallen priem zijn. Dat 28 +1 in het geval data 
niet een ma cht is van 2 s2mengeste ld is 3 is evident; immers a ls 2 +PI a, 
dan 28 IP+1\28 +1. Het onderzoek voert dus tot het bepalen van de priem-
getallen in de rij F0 ,F1 , ..•. Ver is men hiermee nog niet gevorderd. De 
resultaten voor F0 en F 1 zijn bekend en bij het middelbaar en gymnasiaal 
onderwijs uitgebuit. Voor P=F2=17 gaf Gauss in 1806 een eenvoudige con-
structie der bijbehorende regelmatige veelhoek. Oak F3=257 en zelfs 
F4=65537 zijn behandeld. Reeds Euler bewees echter dat F5=232 +1 samen-
gesteld is (nl. de deler 641 bevot). Dit is gemakkelijk te verifieren 
(maar lastiger vast te stellen). Immers voor q=641 heeft men Q=S.27 +1, 
dus q/53 .221 +1 i 625.2 21 +5, dus q 1-24 .22'1+5 d.w.z. q 1225 -5; dan 
q\23 2-s.27=23 2-640, waaruit de bewering volgt. 
Enigermate verwant met de gctallen van Fermat zijn die van Mersennc 
M =2n-1. Kennelijk is M samengesteld als n het is. Mersenne meende dat 
n n 
Mn priem is voor 
n=2,3,5,7,13,17,19,31,67,127 en 257. 
Latere onderzoekingen leerden dat dit het geval is vaor 
n=2,3,5,7,13,17,19,31,61,89,107,127,521,607,127,2203,2281, 
waarmede niet gezegd is dat voor alle tussengelegen priemwaarden van n 
het gedrag van Mn beslist is. Het getal M2281=2 2281 -1 was in 1954 het 
grootste officieel bekende priemgetal. Het getal 28191 -1, om bepaalde 
redenen onderzocht, bleek samengesteld te zijn. Het onderzoek maakt gc-
bruik van een methode van Lucas 3 waarop wij nag nader terugkomen. 
De getallen van Mersenne spelen een ral in het klassieke probleem 
naar het zoeken van volmaaktc getallcn, dat zijn getallen die gelijk 
zijn aan de som van hun delers (waarbij het getal zelf niet maar de de-
ler 1 wel wordt meegeteld). Men kan ook zeggen, dat zo'n getal gelijk is 
de som van 
aan de helft van7a1 zijn delers. Wij bewijzen dat een even getal dan en 
slechts dan volmaakt is, als het von de gcdcante m=½P(P+1) is, waarbij p 
een priemgetal van Mersenne :Ls. 
Zij nl. P=2n-1 priem dan is m=2 11 - 1(2n-1). De delers van m zijn de 
getallen 1,2, ... ,2n-'1 en p,2Pi••·2n-'IP met som (p+1)(1 ·11- ••• 2n-1 ) = 
=(P+1)(2n-1)=p(p+1)=2m. Omgekeerd zij m volmaakt en even. Stel m=2n u, 
waarbij n~ 1 en u oneven 1s. Alle clelers van m vindt men door alle delers 
, - n 
van u te nemen en die te vermenigvuldigen resp. met 1,2, .... ,2 . Geeft 
men, zoals gebruikelijk is, de som der delers van u aan met ;;-(u), clan 
heeft men dus 
H1e~u1t volgt ull0r~erst 
u) 211 +·i_,l 1:::m l),,znt ,, r 
ZOU 1.e1dtm tc,t I \ • \ \l) .,,>· U.+ 
GE 1~:. 
-i 
en 1 tot delers nn~ hebben, zo,4~t 
Aan het ~ovonstn3ndc wlll0n wij nu nog een method0 vnn Tchebyche··:· 
t·~)r,vo,,gt:,n :41€· -ir'~' ;c,e·r' V€C•l ~,,,1·1 r1..; '3:•}·1·1tt 1 1~,;;: V"fl ~.:·;-li-1) lever·t 4:-:•n ,k 
, •.• ,, "" """' ,~ Jf _, ' ··~ ~ .... - , " '"--• t.,· ,, ">,• ,.,, ''" ' ~ .,,. • "·' , ... .:;,;;_:_) ' ',., " ' ' \ "'' ~~ -~ •· " .... 
1'1,c,t a an ta l p,·r'ie1~, f::;t c tor)er: p (~ :~• t i .. n d(' u 1.. td r·~ikki r1r; r0. ! C1eV() t ts, l i 1.jic ts 
l"'l"'.•1 (,.,,·, ' 0 11 :r1r.1 I~- + i~·,; 1 .. ~~-i +· •• JP • ·~,t~r.1:1rt,ij de reE~l{!:~ ti1.tE~r-.3ard <Jft;ret::kt t 
LP} r.::· : .. .:i · 
' .. -./ .,,· ;" ~· j, 
Hierbij stelt het t~y:nboo1 (1.t·j (li::-es: :J. cnti€:r) 111.:t gi:•ootste m=ituur1l...jt,: 
'I,,, ,,J 
!•:r_.,.,.t:al ( U V'"'ot·•· \ .. r-,t klnir-<•i-,, r;''>t' .... , ..•.• ·, ·Ilk"• 1:r'·•t'> 1 ·, 'U (!'P,:S'"t ,..\~~-- "IO'"'ic:: 'H·] 
_ '""v - ...... , .... , ....... , , ......... ll.}V¥ /,, ... , ,\.At. ...... \..J..t. I..;.. .... ,t.: ... l.-.J. ;;. !;>'-<...-,l. - 4) '"",l.l Li /l ,,..,,., t ....... 
met ff a~rn. W:IJ 1::iten hct tewi.,jEi ;~•1rirnc 'i::1 n ,1e lezer•;;3 over'. 
Wij f'.J:1f:ln nu ·: .. :tt: •rin <·Cr' r:1L1urJ.lj\( i.,:et··d n en beS(!houwen de U.nor·:i-
·.)-r-1 ! \ ? 
~3,9J.cotH'f'ic:i~nt N:::,(l·'·)c" .l-..-·+: . . Hct D 
'n· n!o; · ~cL r v1n 2lle p~iemget2llen tua-
s~n n en 2n ls kenncltjk cclt~~r op 
is juist gelij'k '; n ;·:;·--u'.r:)- 77(tl).. 
priemfactoren door n gcmlnorecr~). 
".l 2 
,;:• ,. t N t .::n) (. .) n 
,,·:I :m\J:"l C. • 
Of ,ave 2. Bew1Js dit. 
Bljgevolg heert men ·, 1 ·:· ·{ •'"l ,_f \ ,., // \ 
... I " 
( 1) it( 2n )- 71( n) 
21j nu m een willekcuri~ nntuurl1Jk 
t " . -.l i ' ! , ,~ .. 1 f· ... , ,. ,-J t I ' D· . • < 2 t + 1 U1,,1l'. . .; .... e ~,e..,e ... " mt .. .., ,_ < .1. ,•.,n ,n 
, .. ,2 3 .. t, -:- - . toe r~et I'l"'11G ,2 ,. . • ,'d • N~1 apte1linc cl<::r· 
.,., 
Get~] .. Bcp~al h~t ~~octste nn-
1 ,., ., '11 
e!·1 t < ,-~~ . f' 18 riu re la tie ( 1) 
·- J.'~'b C 
zo gcvonden rcsultat~n v1ndt ~~n 
'1"''• 
,.,,.:.!__, :.-: l Ot! log n .. , 
,.,s 
c.:. 
slog .,, 
Mu 13 de functie a1onotoon sti .jgend vcor 
8 
OE 13. 
OP,iaye ). Bew1Js de eerste dezcr beweringen. 
Men vindt ·dan 3 t 3 t 
t+1 ("I") .....t- 4 s (~) .6 4 -t+1 2t 
11(2 )-'i7(4) < 2,-\-- . 2,__(3") < ,- .(5) • 8.T 
S::2 
met r- io~ 2 ) t 
og = 
+ 
(want ook \: is :nonotoon etijgend voor t L. 2). 
Dus 
en 
l_()Llll 
t 1 ° ~ 7r ( 2 + )- ii( 4) ( 8. 103 m = 8m log m • 
Wij geven th:rns ook een one;elijkheid voor //(m) in de andcre rich-
ting. Beschouw daartoe wederom de uitdrukking N•(;n). Ontbinding van N 
leert N~7TPv, uitgestrekt over nlle priemdelers van N, waarvoor uiter-
P ~ 
aard slechts de // ( 2n) priemgeta llen ( 2n in aanrnerking komen. De 0x-
ponent v van zo'n pricmdeler p vinden wij uit de hierboven gcgeven 
hulpstelling. Hiervoor geldt 
8 ff 1 [ ~ t 2n n V= ~ - I -2 -I J 
J=1 _pJJ PJ.Jj 
waarbij uiteraard deze som niet vcrder behoeft te worden uitgestrekt 
dan het grootste natuurlijke get~l s waarvoor p8 < 2n. Het is voorts dui-
-delijk dnt elke term der som < 1 1s. 
Opgave 4. Bewijs dit. 
V S 1 Bijgevolg geldt v ( s en dua p < p < 2n. Wij gebruiken nu nog de re atiE: 
2n~(~). :::: = 
Op~ave 5. Bewijs deze. 
Wij verkrijgen dan 
2n < ( 2~) • TIP v < 7 /( 2n ) ..: ( 2n ) 71( 2n) • 
= p - p 
H1eru1t volgt i/(2n)) !o~(~nj • 
Zij nu m een willekeurig nt1tuurlijk getnl en t het grootste natuur-
li3ke getal met 2t< m. Dus als boven m < 2t+1 en t < f05 2 = r (t+1. = - og 
Dan vtndt men 
t t-1 t-1 Tr(m)l ir(2 > > 2 i~ 2 • ~ == 
- lQg 2 
+ 
) 1 - . 
) 
n. 
t t 
( 
t -1:: 
t' l 
- \ ) 
l"c f • ' ) \ ~ .. J. J 1. 
t c:en JY,_ l 
ee:n 
n 
, 
_.,-,\f) ti-eeld met tr;.11:11'1 stelt; b.v. r.: tieze:lfde restklaase voor ula 9. De \'CrvJ-
mel1n.g der gehele getallen valt di.is !tlod m u1teen i.n m restkla,u,en, elk 
kennel1jk beet:;ande u1 t: orielnjig veel i:ilemer1ten. De vet~:J!amel1ng d1er, m 
restklsseen geeft Meri, als ~en de ver~emel1ng der gehele getAllen met R 
aandu1dt, wel nan met R/(m). 
Ook in de algebP,, komt e(m dergell;!k begr-ip voor. Ia R een wille-
keui:-ige rir~g en I e-en ertDt~ behcrcnd i(ie~:1-~~l, dan voert men in de rest-
klasaenverzamelirig R/I. r~ee ele~enten a en t van R behoren tot dezelf-
de restklasee a ls hun vf:rschil 1n I l1gt. Men acht•1.jft oo\c h1er a::: t 
{mod ! ) . Is di.t. nlet het gevn1, dan bf';h,;r-en ze tot verech111e11de ele-
menten, Ala .a en b en cok b en c tot de:ielfde t-estklirnse med I t·ehoc•en: 
dan 11ggen zowel a-b ,]ls b-c in I , d1.1a op grond van een der· grorideigen• 
schappen van idea len, 11gt ook hun f:$Om a-c in I JI dus ook ,9 en c beb."'1.0 en 
tot; dezelftie r•eetklr:)sse. ::)€J ;:rnder:•e gt"eir1Jeiger~s.:hap van idealen leert 
dat alo ~i eri b tot eenzeJ.fde restkl!:H1Se i:io<j I teboren., ook a<:: en 'c,.:-
tot eenzelfde restklasse mod I behoren. Bi.1 bovenataand voor1beeld oYer-
'""'""'t'K1 ~'""'e"'!, !'1'1.., • 0f~ T",,, 1., '"''0"' ;- i~e+ 1,,,,...of',•'l 4 , ... e~, ... , 1 r11) '7 eno1nen t ~Qi -l;it~~ ,Zii ...l ... -u v d 1. -t.. ; \.'' 11,.1 ,.;i.l_.+,,,J...d 1-c~{.1 • .l~ \--- ,'!.':h • 1., • 
Wij w1J.len hier volstDr:rn r:1et Je ve!'."melcll11g vari dezt::i algebr1-~'isc:1e 
genera11satie zonde~ er thane een eaeentieel verder gebru1k van te m3-
ken. Wij keren dus nu terug tot het vertr·ouwde dome1.n der gehele 3et,:'} 1 ~ 
len. 
Zoals in de algebro naast rclaties vergelijkingen optreden1 zo tre-
den in de getallentheorie nnast ::::mgrucnties van het hier gescli.etste 
soort ook congr.uent:tes or· vnn het type f ( x h:::: O (mod :-n). Wi j w'llen en::i. •.'.:C 
eigenschappen van derge11jke congruenties onderzoeken. 
Ondel"stel dat f(x) een veelter:;n is r:1et gehele :o~fficH!r.ten, (wiJ 
noemen voortaan derge11Jke veeltermen l{ortweg geheel), dcm tehoeft me:r 1 
•,.. "l M /' I ,, \ '\' -'I \ omaa,; zoe .. s ZO,:;;veri bleek, bij Xi!!u,n~od :·1 1 gelclt f(X.:'!;.f\u, mo.:... m:, 
Slechta van de natuurli,Jke geta:.len 0,"1, ... ,m-''1 te onder-::teken wselke 
aan de congr-uent1e voldoen. Vlndt men onder deze een oploseJ.ng, dan 
zegt men dat de gegeven ccngruentie ,,n wortel (of oplossijg) bez~~-
'!bans geven w.ij besehouwinger..., die herinneren aan ceNrestste:ltn:::·: 
. n 
\lit de algebra. Wij beschouwen een gehecl pclynoom f (x )= ~ cnx • .Jan 
N N r:;;j 
ldt r( ) f , ) r· , n n\ ~ . 1 ),. n-1 n-"''I ( , '/'V( .\ ge x - \a• ,i.__ r.n,x -a }"'.:. L-- .:,,\x-a,,x + ••• +8 J=,:X:-,~Jb x,, 
n»O ., r ... r, "' 
waarbiJ ook g(x) gehele cc1:ff1.ci~~ten bezit. Gevolg: re a een wortel 
der congruent1e f{x)::;o (mod p), waarbij peen priellleetal is, dan la 
r{a):;o(mod p)., due (x-i~)g()l,)=c (mod p). Sulst omd"t p eeri priemgettil 
1a is dete c011gruentio slechte te vervulleri doot• netzl,j ,: ... a= 0 (mod P) ,, 
. -
het&iJ g(i:):O (rriod p) te rH:mien. Ie een worte1 b van deze laatste con-
gruentie btkend,i, dtm volgt daaru1t ,,,p analog~ wijze het bestaan van een 
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gehele vee.lterrn h(x), zod£1!l'l.i.g Jnt g(x);.:(x-'t·.>)h{x) (mod p) is. Zo voort-, 
gaende ziet men gemakkel1Jk in dat wiJ hier tot het volgende analogon 
'hHl de h0ofdstelltrli~ vrrn (h: J:t.,;~cbr1:i ·i<0rrte2~: VoGr eeri gehele vi.':elte.rrn f(x) 
nrn Ot: ne gr~rnd et: !:;;;TJ nr.1cn,;eud. r bez.i.t ~:le congruer1ti!~ f'{x):;::O (mod i) 
ten hoogste n oplosei~gen. 
Dat d(~ restri,~tie cl~t r u:n pr•:temgLt::i"l ls nodig 1s, bli,jkt uit het. 
volgende 
; gen t.nl. 
ling tot in- de alg1:ibT'J nlet mogcn worder. weggclfltt~n, leert ons het voo!'-
b1:H1l1~ x2 +1 :0 ( mod 3); de~::e i::ongt"'.Jentie bezi t: nl. geer: op loss tngen. 
Cn'2"•::i"'vVH "; i::. Bew◄ 1"' ··• 1 t ~ .,.i,. l.l ~ ,,.,.i: .J.,, . • 
Wij Willen nu allereeret de cerste ;rsadscongruentie 
"" -1:· fmo"' n) ;,.,,,#\, ::: ) \ ! ~,.,J. t'"'' (2 en L geheel) 
oplosaen. W1J onderetellen do~rbij uiter1ard dnt p n1et deelbaar ie op :1. 
Lart: nu x een volledi.f; restsy::3t1:iem mot'! p, bv. de rij der getaller1 
0, ·1, 2, ••• ,p-'1 door'lcpen. :::rn doct"locpt t~x ook zo I n sys teem. Imme rs t: n~ 
tweetol getallen ax 1 en PJXn is inconf;rtwnt mod p, want ala pja.x 1 -ax""" 
,.f,,·! ,,..II, d::H' '\i'o·1·, ... u·14- 'JI," ·'1~ .. ,,:-.~+· ,·1~ 1- t'/l1' 1 x'' 1• .. 0 tn1·ia· ·.,','<f"'.t· (~,e (';>'.ide•~-
=o\'"" -A 1,..,1.,l .J,.,bil,., -.\,, ~·· f .,1 \.. -.!..-...,,.,Lt.· V'-.. -~v •') ,$;. - $1 l,J ,~ &. ,: l L...., - ., - i 
atellir:g over x I en x''. Je r: ~:etnl1t,n r:1x ::~:~.jn dua w·ef.l a:-rn tvfee :tn-
:;ongl"'uent mc-d p en vor:nen derin lve :tnclen.bt1d een volledig restsysteera 
rnod p. Dan moet er due precies 66n get1l x zijn dat modµ congruent 1~ 
~et b. D1t is dus de enige oploAsin~ onzer congruentie. Men schrijft 
~ \ ~ 
-lerrc. T••el ""l~ ~- 11~ , .. ,..:. nt' ,.,,,- I ,,·,·1 V·. , .. ,,i 1· i ct· C, ,:,- I ,~ o· 1 °"''i--, \,. .. ,... " \Ol ·~ !., j n,,:)d p .. ,.. ,...... 11.,), .• p •. ,enr.1. . .1. < K s Uo ,~ ·.le 1) O,,,;;, ; .. 1.I 
cler congruentie ax:::·1 (mod p). Zo ts tv. '$-·1 mod 5 gelijk cun het c;et·~l. 
2, 7-'l mod "l'i EOl:1.,jk rian 8. Ir: het bover,:stnnnde is echter geen ccnstruc-
t1eve rnethode gegeven om het getnl a- 1 mod p te bepalen. Een ietwat rn1-
slachtlge rneth0de valet u1t cen cverwe~in[ die nauw a~naluit aan bovu~-
st~and bewi,1s. Beschouw nl. cc:ns cllle p-1 ~:etnllen -1.,2, .•. ,p-'i. :.,an Vl_:r-
-1e ri a 1 a 1~ ~ a 1 " -4 ,, " ··1 ,... t ·'1 11 "I' " ... , .... f r ,.. ) ,. ·i 1",. c. ·z 1 .. n v a 1·, l" -, t -~ -. +- ~ ·, ;f_,,.. t=' 1· ,' ...... o J ut: .. t-"- ' L,;t:: '·~· - , .. l u, '-,(1, ••• \ £..,,- t ,:j., ,·. !·:::~ .. 1 C - A 1t..,; tst:: ....,::l .l 
a, oak een vclled!g r0atsyste0□ rnod p. Jc ~l~mcnten van 11t nieuwe r~st-
systeem zijn due in een of undere vclgorde mod p congruent met de ~et·1 l-
len 1,2, ••. ,p-1; bijgevol~ vindt men n3 product nemen 
dus 
( P•1) ! ::: e P-1 ( p-1) ! (mod p). 
Omij~,t p ,} (t>-1) ! volgt hieM.1.it dE; bekende 
'p ")" \ - I d (mod p) 
Stelli ven Fermat: Als een prierngetal p niet deelbaar is op c,en g(;heel 
pta l .a , dan ge lat 
·-- 1 ,l ~-·- · ::: 1 {mt:Jd p}. 
,·•E "7 ._, ., ' 
,'! 
Bijgevolg is 5- 1 moJ J7 
gel1.jk aan 15 
Tevens ziet mer, d:Jt ult ,1 = v (mod p-1) voor willekeur1ge gerwle u er, v 
volgt dat 
, .• U___ V , , l \ 
"' ~8 l,.!'0(4 p I. 
(Het cmgel<eerde ls n"Let steeds ,_h.:tst; bv. 
5 ::.8 (mod 6)). Met het. bC:1\rerrnt:r·ande is het:; ~;enrnlckel1jk om vraagstukker 0 
.. ~ .. '9\ ~-- •·\ 1c:o 
v2n het volgen~e type op te losse~. Bep~al ae rest b1J aeiing vnn 1~0 
. . . -100 ,?00 r 
c!clor ? . Men neeft ·100 ··' = ·10 · · en de~ i:•est l:ij cielin6 door o van 20C: 13 
2. :>u.s 
,-~,o,,·\ ') 
'1(' '- U -- ,i ,"'\ •- __ ,. ') I rr, ,_ ,,1 
I) ::::,·11....1 ·:;,;:c:, ~-1~U 1,.J 7) . 
Een ander zee~ belungriJk res~lcaat is, dat 818 men op een of ande~e 
w1~1zei v:::in eer1 r,atuur>lijk ,·;etal ?\ vindt clat bv. m{:?m-1-1., meri don riw/ 
concluderen dot rn aamenGesteld ls, zonder d~t men oak maar een eo~ele 
priemfactor van m behoeft te hebben cevonden. 
1"1 '(' Voorbeeld: m=1001. Reaucee~ 2 ~00 ~od 1001. Men heeft (de modulus 10C1 
·'I', , ·)(', ., .I· "'> . ,,.., , , •. 
voor het gema k weglDtende) :: :" :::21+, dus 2·----= 576, ~ ':: 57(/·,,,_,33-177c, :::::.!P+ 1 , 
,, "'S ,;.,80_ 4i152._.~qq,v2~, :::,;:·),.;i;::- ,., 1t >0:::::- g;,i::2 _,:; (4i::,')r• 'c·:4-:::::: '9' Oil ?3 2Q_ 9v·""l'•2 _q1()C'-00 ::;;::: -1 ::, -~ • 
, •• _c M ._. = """f', ,.,. i_,,. \,,.,·\.t ..,,. ..... .,_ '-·~~, /i C. ••- "· ,--....-J .,_,~, .• ,., ,._. f -- '- J - » .__, _.,._, '-· -•· _, , ,_ l ••· , ; 
;;,640 --1912-J,-h 81::::: l• 41· . ..,_, •"I ·' ~ ··)'1000 __ .)6ltO+J ::0+40_ j; 4r- 1q1 1, t,c· -- 19 ,·1 1, !· ~-:. :\; .. : 
,\_ ~ 1 - f.J,. _ t ) • .1...,·d ,.. J, i,,.,, -~~ -G -::: r :) •· ........ • r , _>::::: , , • -'1' t _.,. ..... 
=.:191. 828=1~381Ji8:::991 ¢, -1, dus 1001 is s;~mengesteld. Voor- het onderzoek 
tv}iH' sarneri;~;esteldheid va?, gr'ote "nDtuurli;jke 1\;etallen m 1s di t een (kl' 
'.1angewezen wegen. Wi,l kcmen hier'op Inter nog terug. 
Hierbcven voerden wi.1 het bs~,rio v0lledi~ restsvsteem mod rn in. 
;; .... ~- ,I,. .,,_,., "' 
Thane beschouwen wij oak het belangrijke becrip gereduueerd resteysteei: 
;no(j m. :'.:lit ontstatit 1.:H eE::n volledi,~; reatsystee:n mod rn joor dBsr-ult cl:Lc 
restklasseri motl m wes te l~ten welkl' een f.--ictot' (:t:,:t.1) met m gemeen Lt:~-'-
ben. Ia peen priemget~l, d~n bev1t het ~ereduceerde restsysteem nod r 
,Ju1st p-1 elernenten, d:Le veL·1:.e:_-:renwo(n•dit;;d k,mnen wor-den doer de e;et·1lh:n 
1,2, ••. ,p-1. Van dit gcreduceerde restsysteem hebben wij hierbov~n reeJs 
gebruik gemaakt om de con,:;ruert:!.e ax ::;;b (mo:J p) (met (a,p)=4) op te l'.JS-
sen. Wij w11len nu bij wi1lekeur1g;e mvci~e con1fruentle ax_, 1, (mod m) (met 
ab "'1\=A oplossen H"e,..,•·n,..,, ,,.,~,.,., '"i" ""t·/"' 1 le ---1er.1en+----ri x x ""'n .. ,,..,., ,,. •. .,,, f • ...,. ._ :,~.,,~ -e:;,cJ.1.'..:i.t~ r.c .J '--"""'· ~ ... .;.. t:. , _,_ vt::'.t:J .. ""'l'., 41,,, k v::J .J t.,c:,,.: 
gereduceerd reets~steeu mod r;1 en -~eechouwen daarno de elemer:tE-:n 
ax1, ... ,axk. 0-een twee dezer elementen behoo!'.'t tot dezelt'de restklasse 
mod ~. lmmeFs anders waren St' 1.ndices i en j met m l3 (x" -xj). Zij 1 s .. r 
_,.p1 *"•?a • Dan vo1gt uit, (m,a):,;:s'1 zeker (m,p~)=1, dllS Pcr-<rlx1-x 1 
( (f""u"l, • •• ,e). Derha lve m \x1-x i in strijd met de veronder·etell1ng. Verde r 
-bee.rt nt•n {si,ex1 )•1 went (n:,1-:1 J=1 en (m,x'l }=1 ( 1u1, ••• , k). 
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Dus de getallen ax1, ••• ,axk vormen ook een gereduceerd restsysteem mod 
m. H1eru1t volgen twee belangrijke resultaten. 
Allereerst blijkt er dus preciea cen element van dit restsysteem 
geliJk te zijn nan b, c1,w.z. de congruentie ax:b (mod m) heert precies 
een oplossing ols (ab,m)-1, een resultaat dat ook wel op andere wijze 
voor de dag zal komen. 
Verder vindt men nn vermenigvuldigen 
x1 ... xk=a kx1 ... xk (mod m), 
waat'uit ·,wegene (x1 .. . xk 1 m)=1 volgt dat a k ::,1 (mod m). 
Het hierbij optredende getal k, dat van m afhangt, ia gelijk aan het 
aantal getallen d:te tusscn O en m li[;gen en onderling ondeelbaar z1Jn met m. 
Men is gewoon dit getal met 'f (m) (ook genoemd de indicator van m) a~n 
te geven en vindt dan de 
Stelling van Euler. 
Ala (a,m)=1, dan geldt a 'f(m)=.1 (mod m). 
Hieruit is, evenals zoeven bij priemgetallen, de waarde van a-1 {mod M) 
gemakkelijk te bepalen. Men neme er slechts voor a'f>(m)- 1 . Ook hier vlndt 
men uit u:v (mod~(m)) voor willekeurige gehele u en v het resultaat 
nu:av(mod m) en ook hier behoeft het omgekeerde ni~v•te gelden (het 
geldt zelfs in tal van gevallen zeker niet). 
Voorbeeld. Bepaa 1 2-1 mod 35. Hiertoe moet eer-st 'f ( 35) word en bepaa ld. 
Vooruitlopende op een later resultant geven wij nu al aan hoe 'f (35) 
te vinden is: men schrappe van de rij der getallen 1, •.. ,34 alle 5-vouden 
(dat zijn er 6) en alle 7-vouden (dat zijn er 4). Dus 'P (35)=34-6-4=24 
en 2-1:; 223 (mod 35). Nu geldt, :illes mod 35 nemende, 25:: -3, dus 
210: 9., due 220:::: 81 ::::11, dus 223.::::::: 88:=.18. 
....... - --- --- ~ 
Opmerkin~. Voor pr-iemget3llen p heeft men 'f'(P)=P-1 (ga dit na!), waar-
na de etelling van Fermat als bijzonder geval van die van Euler verkre-
gen kan worden. , 
De congruentie ax= b (mod m) is nu ender de minder vergaande res-
tr1ct1e (a,m)=1 op te lossen. Immers dan bestaat a· 1 mod men de con-
gruentie is aequivalent met de haar oplossing meteen gevende relatie 
X:,a-1b (mod m). In het geval dat {a,m)=d 11 is kan men de congruentie 
&lt:,:'b (mod m) alechte oplossen als alb. Immere uit dla en aim volgt 
d)b .. Is aan deze relatie voldaan, aan vindt men a=da 1 , b=db 1 , m=dm I en t~ls 
nieuwe congruentie a'x=.b' (mod m1 ), waarbij (a',m')=1. Deze bez1t pre-
.cies fen oploseing mod m'. Dan bezit de oorspronkelijke preciea d op-
lOas1pgen. mod m. 
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W1.1 onderzoekeri m.1 ,1 :Lgc!,H:en het oplGase·n v:::111 congrucntiee van con-r .,,, 
" TJ" .. fl -...t•~ · .,,.,.,, ... \,· ,,,.•~, t·-,.~ _ ,, r,f,.,.. ,,_.,._.,... .. , /¥t._1."'\'~ ,...,,) :-7., ,t' ,-")" .. ••·, - ••, ·, ..,8 r"~ "', !"\l';'·' •'"\',-,i•:,tl",.~;,; gt .. ,c,11 ,.,.l';;S v.::.l\ .t€t ~,,p,.; 1\X.:=-~' v, .. uu 1., • . ,.,.,.,} ···-·P"l ••• ;> 8 ... ,.; '·"·..1µ~,c. e ... ,. 
,,r:+-b1n--~-1 • ,. "' l'·••· •. ,, .\ .. - "'\ (•<>";·i !'F\ v -.~ ·•t· , .. i, • .,, ¥-'x)- ,'\ (' 1"{'' 0• n <r\ 
.. _ .. ,. ~ '-' u ,j. n.g ,,: t) n . .\~ ·;ii ,.3 ,,.L, l.. ,,,, \~ )l / :;: :..,...,. l,, ,:tt.t, .... ,.. ,,:.; ,/ l) ··•·t) ,f "" c1 .1 ,;. \_ = ~/ n:. .,,-,.. .t··' rT' } 
t'U' '1 s\ erl ,..,_,.t'\~'1'Cd{(\€',...(~ ":"·~ ., X .-;,-d'i '\"jl1f: 1•,::·•1.1rif1e tY,·"l")~s1nrl" <lf'~n \ •.I••• I I r'-'~··,e11;.,,. ' • '• •·'·'-,) ., J",;;. ..... ~ .. ·- .. I'.~.... ,:, • •.-1J .. c ~ I."., > ,,. 
f(x.);.:::,'.; (rnoJ f\y-<7) (,::r· .,.'p .. ,s), :::1:,r. vc1:1c,2t,:, ::;,:,n ::k c,:r·sprc:nkE1i,~ki.: 
.,. .,.··1'''\I:~-:- .~ • ~ ·~ ~- ··1 ,-,, .:, ,·y· ~; :·~•'"I~, •·· ,c• -~1 n 't"' , ,..,. '"' "'i: -·•· l ,.... ·~\, -,-,. !'0- I ..-it"''•• ,·~ <.t \ ~ ~ ·· .. c• t· 
'''-··--t,rU{:,1-.. ..• .,; \.;c.,1 , •. n ;;:,J,.•.;· .• ,,l .;, •.;.,,: ,l,:. X.~:,: xirr·'1··1 1 ,,i r-·rr .. • ) ,tv• "~ ,, ••• ,,),. Jl,~-•·., 
',,J ~ . .., 
op gron,i v;:,n de Crdr.(,~,e rr·st:c,teli:1.n:~ vinclt rnt:n dat er zo 1 n gctnl :x. te 
vi.nden ie; 1mmors c1c s r:icr· optrcdencle moduli z1jn twee aan twc·e or:dt:t'-
oplofJairigirn x \;;'ll :,-,: 1 (l:::n en ~.J:lt::;,;hts ,~1:rn :'1c~d m verschillen nls tenm:lnctc 
een u btHlt 1.38 t waa rvoor de 1: i jb1;;hor>1.:mdB X er~ en X 'er versGhLtlen. Bi Jge-
n ~ • • -~ oploss1n~e~ JlB de : s .. 
Als voorbeeld ~cr~cn ~:J •".l op ~_'!?t v,~;1t.; :Je -c,)rig·rt1ent·1.~:~ x':i: "1 (rnod C?li) 
hpt 'l''lnt"'l ''P 1 cs~Jr,~e•·1 2v'' ,: ··,e·jr-.•·i·1 ··t, ~ • ••' (. s'~-1\ 11(,• . , \._., .,• J~ , i;.) J, J t~ _ 1,. .-1">. '1" ::',! i,..,- \_,, I ,,, U ~::, ,~ 
.. , 
htieft er• r;l. Z~ en de eona:rucrit1e xc.==-1 
G -
de congruent1e x2 :=.·1 (mod 3) 
(mod 8) heeft er 4. Je cong~uen-
+-."' '-': X 2--~ - ,1 l V'." 1'"1 ,') s ) ,, f': (> .,:• j· :'\ •> •; .,,,., r, t· 1·•. ,,,,:·,I,_,,"" n i,,l ,..,,J 1. () s s 11_-. ~r .. ,e r'. • "''i l'' t. We' 1 j_ sw:1 ''\ r' 
,..J .. '\, .. = ~ \""-1,,..,.,.,1. ·, .. "' 1.4 .. ,'"''··· .... -..... .-J·.,,,' ,, ....... , .• ~' ·- ,._._ r.,. .. ..,1;. - _,,! ;, "··· ,I 
~ • 0 
1::<;;~it x'-::: ---1 ~nod~) e:1:::losstn,t,en11 ;?lZ:-::]r Y:i: .. ,=,-"i (rnod ~) l1eeft er~ ~~ee·n41 
·- \, ... ,< ,. '-.., ,;,' ,.,,,,., ... ,.,. .,, i_ 
W1j behendele~ th1ns een twcctal stellingen, w~z1rvan ·s ene one een for-
mule OVE.'r ip (m) z3 l revr:~n. 
S .... t' 1 1 ·1 ''J ,-. ~ , s ' 1 , , \ -- ··• ~· ,; 1 ,. x " -- .. ·, · ' ' ,, --J ·1 ··"" t',.. " t ,. 11 s t ·· n € n .., ~ ,;:) "' m c · J 
-~~• ,r:·l,.,4.,· 1,::,,: .. ,; 1 =.\ t,, I , •• ~ .. ; ;;..,l" ,f ' ... t.,_1,.,.1,.t.:;::\,.,\..t:::;;'·; ... c~..,),1t:,.,J.,_ .;t·~~ .~ i.t;¼>'t..1• ii,,,-,. 
en ~od a doorlopen, dbn doorloopt 8x~by cer1 vclledig restsyateem moJ ~~. 
Inderdaad, men verkrijst hier 1b get?ll8n van de gedannte ax+by. 
·- t~X ! ..,_'\-,v ! {s•nnc; ,._ 'c·: ') \'r-,'l :,-t· ,_,. - •c,x I ; ,,.,,.., . .:. )-, \ 61\8 ·,· ::;;.v 1 {JT'·'i(:i 1·.) ;::--.,"', 
:::: ,,... ',.,,,,, \"' ........... '··• '/ ·\)J..t,)~J ··'"'-- ::::;~, ~~-1\. . ..-\..; ;.,Jl, , .. ~ ... .rt. _A \ ~l.,, 1..,.,, .,_ 
~JY-:;:::_by 1 (moc:1 a) 15ua y_y 1 {m·)d n). Om[:'.;ekeerd als x:::x' {mod b) 
·r::."J' (mod ri) is ax+by=·3x'•by1 (mod 11b). 
en 
St "'* • A~ ' . ' 1 l ' ' cJ,J.ln'2. .lS (c:,O);:,;.:'; en X Qt. y Ft.:Pe, l.:.CC€'r'(l(; restsystamen resp. rnoC 1 
en mod a doorlctcn, dJn doorlco1:t axtby een geroduceerd restsyeteen1 
mo<~ ab. 
BeK1je: W:~j he·o·ren ::1rin t.E tcmen d·~t; (nx+-by, ,:1b) ,£·1 :iequiv21tmt, is met: 
(x,b)/1 of (y,a~l1. Ala (ax+by, ~b)ng dan bozit 3 een priBmfJctor /1 
gemeen met zeker een d€t~ getallen c) en b. '.2:ij c!:H t::v. een p met p\,L Dern 
1.s pfgJax+b)1 , pjafax,., dua pjb-y. Wegens (e1,b)="'I en pja is pf b. Ih;s 
-pJy en (a,y),/-1. Omgelceer•d :ts (a,y);i1, 1hn j_s er aEm p met Pf al ax en 
pfyfbl'b dua plax+•b-Y en ook ptab. 
B1Jg~volg verdw1jnen door voor x en y van gewone op gereduoeer::le 
~estsyeteil1en ,:wet• te geirn uit het vclledig:e rEc>stsysteem mod ':lb van de 
~taller, ax,.,by Juiat d:tc w1.11H•V<)or ( ax+by, Rb )/1 is. Hi,➔ r,nr:de io de st•~l-
,l~pg bewe2en .,. 
t ~~ntal clemtnten u1t hct ger~Jucc:Gr-
prc,dtlc: t 
nantAllcn element~n uit de reduc~ertlc reatsystemcn ~od a en mod b, ~r,-
ders 
zi~t mend t voor 
vinden le het voldcende ~r 
formule 
voor alle a met (n,24)/1, rl,w.z. vo~r n:1~ oncvc~ 1, di~ nlet 1celb~: 1 r 
zi Jn door' 3. 
21:~a;a,.,•e 7. 
C~t~~v,,, 8. 
Opgave 9. Bepaa::.. ~le rest :::1 .1 'lcl:'Ln.:· v·,n 
n'~ 
9~- door 77; ook van 
Hot bep:-1J.er: v:,n rli i.:.i.t: ,::c \•J:;;,,.' ;c: v':•t, 'f' (:·i) 1G cet1 t''.)blec111 wr,·u•vc),·t' 
l.h.o. geen direct 01ilons1~~sprocl { t~rtr12t. 
Tot slot van rleza p~r8gra3f gcven w1J ~o~ de 
Stellin van Wilson. Ala p ctn prtemgct1l is, dan ~eldt 
paren warden verdteld, zod·.~ ~ t htt pro~uct Jer el~menten vJn zo 1 0 
het boven8tt,,1rn]::> "ti zc d,1t. ~if:' =·1, /1,.,·-,. 1 T') 1s rr,t,.,ond'"""-1"1'1''-"l.' '7ih, j·,-lpr-
... • -.. - _ ,.,, ., \ ii.(.l•-4 t·' ...., ';.\> ,.l..,. t.,.> ,._,. L ~ ... "•c)"--' J ,;,.~ ,j~• i..,,... ·' 
~) 
b1J die f;etallen w,:<"~rb1.j b:::,.? w~:-r•-Jt., hct,::(,en optrc t biJ ,:i'-= 1 (r.Vid p), 
dus pJ(,~+·1)(1:•--1), rh~G 'o·;,,j ;:,,."·: u; -~=r:-·1. \r,lJ v:in,kn -:iu.s r;,·1 -:2 p.:ll."'C'D V'!n 
het eerstgenoer:ide t~t;1 .. '. H:lerv,n1 :is het product -:::··1 (mod p). Om nu 
( p-1) ! te kr1Jgen moeten wi,; i-1 t pro.::1u.;:.t n·.1t: net 1. ( p-1) ver•merd.gvuld i-
wan:rmee de atelling bewezen 1s. 
Men hu~rt Zi(\h afg€,v~n,?gd cf zowel c1e ccn(::ruentit-:.r aP-\:::: 1 (mod p) 
-(t1J vaste gegeven H) els dt::, t'f:l::-itiE1 (p-··1)! :-1 (mod p) soma ook 2:,;i>ldt 
' -
modulo een hi:)gere maoht vrrn p. W,,t de eet•ste betr,eft is di.t bv .. bij .n:a:2 
onde r>zc1cht o •. ~ ~ d-1,cr Beeger·. :>e kle:lrie te wrrn :r,Jcn van p wfrn rvoor g(~ldt 
::rn 22 
2P·1 ::."1 (mod p2 ), zi,)n p,,,··1093 en P=3511. Men kin hier (::en sr::imenh::me; tus ... 
sen dit result.sat en bt:t vc:!'tr.(~€:de:1 vnn Peri:!:it ::;fleiden nl. n:.r; er r1:1tuur--
11 ·tke .... v z e"" •·1 f.,,,.,t- "· ",';:} 1--,,,,•·.,.~ 1••• w··,•1,,·,·v·""' .... r ....... P_?:p ,~,·· t~, .. , ... ,.,...,., ".•·x·""" 
,l,..,,,,,; ,,,..,,tJ,~ iJ ~ ... \I .. ,~'.>"!-•··/•- -'.~·\.'.,1-,}\./,·l'J.,l.t .,(, .. ,\,,l;, • .,,,_,;,~ J'"._, ,:J ,_.,,.~""t '\.,~·•4 1...,\1\,,..,,l,::Q t,.,,f 1'J<L:J 
,., •1 
:··~-r:1'1") ''f1..;1t ~)t,.,- I = ,-•~ (f"l'\l''\/~ 'i .... ('.:> l'~•·.'lf·.-::-1'"'("1- ·r•u·l7r.;·!--t'. ,:; ,:.,·\'h·"-·:::.,_•n 1'")"i1'1,-t- ,"lL::~ \rc:,r'·-
·" • .. , .. J, •"• •- _,.,_ , \ I. : • . .,, '· • ✓ "' '., · •• ~ • ,., '~•• •» 1,,J I,., ,. \. 't",,. ...._, l _, ..,_ 'I,,,- \.,. \•- ,1, 4 \• (,, ~. .:. •. ...,., ,.,.. .. , U ~v -. ., 
P ( ?CJ'.l,747P,Sc,· t"n n l,V\1" ··J·., ,.·.·1-t·• '• P+,,P .... .,P , .... c,..-.vu1~et1 i"' r1· A('\I ... , ,, .. ,_ 
- ... ~· . .... ,. . :· 1 "'., ,.. \ ,_. t \, .. j V .I.I. X ,: ·- ... "t,, V "-· 1.. J. • . .... • ~. l I .:1 ) ..I ,. ~ 
wezen v:n, Wijngaarcfon (;T; ::1, ... p,n':? d:it hierult V(,1,r~ drlt elk r.:u• getallen 
y, 11 .,,,,., ;,• 'nina +· "'r• s ')'L' ·1 ,; d.t· •1·,.·-,e r· ·~ •I i r·i n "., ''1(\ Gx -,c ,• ~),re ""'igen •• •I ••• I'\ ··i J' ,, ~ V'' -A IJ ~ .. ~, _, , ,,,.:t;.;:..,1-. !:';:,.;;., .... ,.,,, . .,.1~-.. , • .1-~.J , .. , ~..:l._J ...... ,,.,.,.i ...,_, ~ '-.I'.., &. ~ . -.o .,\...f:, •.,1,,,.11.; 
ook :-n:.:ie t 
'kt.:;11~jV; tfJ \ 11rljt~r1, ·:-,:t. p~=-~~1. l}lt ItFf:t'\·r~1~·;t~' ,rolt~t ;_:;-ct1ter nie-t d.~Jt ,Jo1< n·:);~ 
P ,. ::; ' 
.,,.,, ~·, .•:•, 1" ,·,•.;;. "'J: /::1.,,,...) i::.::, - 1 ·- ,., { "f'• - ;· 
• J..1~) ~ J.,1 ?~) ....,, 4 J ~ l. ..,) ·:::::.. . \ },.J <Ii' 
f ( ·::,' V1r: '..le :_::ongrw:mttl: -~ r:,- ·:): =- -·1 med p'- 1 lwr.t men tot nu toe :;o ~ 
slechts enkele oplossin~cn W8arv3n wiJ ncc~e~ P•5, p~13. 
Een ander bewijs vnn de stellinG van Wilson volgt door een leheel 
nnder soort beschouwing. Wij vot1den hierbcven dnt als peen priemfetnl 
1u en 1e congruentie 
,·-·,' , ~~- k- '1 t X ' •·• X + ·1 X 
', ·J -·. '·•.•1 
•,:.e wo"~els v x he~1·~ "1ftr' 
,' &. "' ' A ·j j • & & , .. k ) .. '£,, . ,... , ~, ~;: I 
1• t x \ - ( y v , r x ;' ) \ ')::. ..t\.-,l'l.1l • 1\1 •\ -.~'t.i{ 
a _.,. :::;-
. -
L x.,x, 
J. < j ,! 
WlJ weten ~P zrond van de stellin~ van Fe~~1t 
d,-,.,. f''x)=·O 
--···'"' .,~ .-· 
{ rs·, Otl 1·) 'l ,, t·• 11· ...... , ... ,,., ·i s ·, ',.) "'- '1 ,.,e ·~ ·\ .._ \ l4 -.... , . ,1 ~J ,. ., I c, ,4. L, \..., ..... i J ;..,. j f .,, 'f j ~--' J LI , ...... l,- ;t; 
van co~ffici~nten tJl vn~ reault8ten. 
H1eru1t volgen door 
Neemt men de laatste 
( rr ... -.r• ..., ) 1~,:~ '" ,, . .,,"" e 'J' '"'·' "',. e 1 1 ·1 n r-,· ,, • ., r·· 1·/ 1 1° ,:irj ~ ,._,, ,,,l l·' :, , 1 ;, ~ , , ,,1.;.,, , 'I;,.,, ~., '!,.J ~!...;,.. . .1.. t;.) .. , J '{ ,,1,. Cl- ~ 
opn1euw bewezen is. 
Een ander resultn8t luidt 
o= Lnm 
O <n (m (p 
:;;,us geldt ook E 
n ... '1 
',mod n \ I::"' I * 
2 l ... \ ' 
'J 
Hier,.1:tt volgt ricg een belangr1Jke fcirmule. 
(mod p). 
Beschm.rw ,ja~rtoe de teller• t v,rn de ale onvereenvoudigbar-e breuk 
s;el!chreven u:1.tdrukk1ng 
OE 23 
1 
n 
,.-, 
W1J tonen n,n rlat C. deze de~lb:1tlr is door- p • Nu hoeft; men 
t-1 1 t 1 t ~ ·r-i i?tJ .. +- ,_,,, "' r. d;-n J :, n p-r; . r.,t:l ., tl=t ., 1·1~1 .~l 
~ 
.._..,_ .. 
die doo~ p deelbaar n,:: ··1 
Be·schouwt nen tt,l f:lf-<t;i n ,J:!e n:1.et deelba:::.•r• is door p ock he't 
n 1 met O<n 1 (r en rm'=·1 {mocl p) d~n ls pJ~ /'\equivalent met pin' 
doot'f;a.~{r1de: 
n(p-n; 
\~· \i 
P j ~- l'~' ( p-r: .! , 
111·t- .,.,.l.1.,.. (r,"(J'fl 7_·.') ..,.)~J ·t ,.,i+,.,, {,..,),'1 r)\ (''u 0 "11S r, ,j P·-·'\ WO""L'1t .::•,c,•·1·,_ \a ... "1 " ·"· - t' w\ ·•t', ;, -:;:. u ,,.,,. ,• , ,, .., .•• s: l; ••• ,. . L •• '.>''"'''" 
":wn (Joorloopt n 1 
~---(mod p), dus L 
n' 
bewe~ing bewezen is. 
t-· f'} t, '- ._)-., t·'·,.. ,.L.\.,:-, i<,' ,. -...•'°' • .,..,._,,,: ~-· /.) ~ ,.J-..,,,...J... . ..,.••t;;. Y ., {j1,.,l.,1,,U J~ •._,JIJ.. ti I e :Dus rJ:.:: l *-= 2 <uy·,,, ,,.., .. ..., ,.,.,., •'(•+ ,., .• L, nt·o ... , ' l \i ,,t-n,1 '.L·l ,v, 0,1·11 :.r,,·, at·..:.nhc",r"e) 
'!;"""1 f) 1 
Cf' er eer'. p•iec·i;;':'.'t 'l r :~er.<· <",t, w1:H1 \·~,or- t:::-ev:.llltf; r: 3/ f: f geldt, it:; 
n::,··1 
r;f?f5_-r;lt;l(:·. ~Eer\ f;et:·11 ... ::e( ... 1· .:i~l~1cr.l 1-1:~·•e;J~. v"1"1 ('.)f c~1od) eeri ·priern~~et·1.-~ ~ 
J 
nlG et' een get::il l< r,Let ,ieel'b-·1nr door r ::.,est:~11t zodani.g dc:,t 3~ l<:"{mod 
Bet:-t.Dat zo'n L~Pt:.'.1 ~,:.,!1tet Ceel1J~·1 :::r~ d1;)Gr r:, nlE~tj d,'.'.:J17 t1eet 1 
pr•'i.e~ngtlta1 > 2~ P,et. 1~~"r:::i;._~\c1 d{:" tusseri Oen r .. t;e1et·?:e11 ~~et::1llel1 x~ i-:1et 
~'1 ') l • 
<'~) ,, l .l. 
x1 ::t'c:.(moi:~ p) ( i:a:1, .. ., /(p-"1)). Ge~~n rwf:e dezer get:'lllen ztjn t;ell.Jk. 
,.. ..i,, "? .... -,. ' --- .., 'C~ '' ;~ / . . .,, \ l "$ ·\ ' !"\ i ~ i I .,,, \ 
... mnera x1:r:.,xj J.eiat tat l,J I.,. -,l "'"\J-rj,1\1-..,) het~;cen ·Nee>;ens u( ,J(J\P- 1) 
u:i.tgesloter: 1.s. Vr,c:· 1 t.usoe1: ;~r en p hee:'t men verd1::r kmine-
lijk x.n_-':12 (mod p). BJ.jgevol~,; vlnden ,-iJJ dnt er p1;eciesTf=.½(P-'1) 
t'; J. 
''1•··•d..,··,.,.·tt•~ .. t·en '·,e1'+'-"''~ ~ ..... r .. •-.:."'·,...,-.. :3•1·s .• ,,..., Jc(r, 1\ tr1 .-._-i_1.fr,-'')' .... ,,,,+_ 
~v:,,( .. ~+..:;1~ eM' I/ ) .. ~F.i,.,,1:dill! t;l ,ft,\;...,.,.\J"',;,. 1-. ... 1 ',,.\ ... ~~. ~?\tJ-1) , .. i ...... .,, ~-·· 1 -:., 1,., i l "~J .......... 
een quadraatrest; v1n 
aen quadrl!l!ltrect en een ni~ti'.'eat :is ee'l nietr-est er1 van twee nietr-esten 
la een quadrestrest. 
~wiJs.l ZiJn E~ en b qu2drn:1tresten., dnn bestaa:n er• getallen h en \r. met 
a~k~ (mod p}, b5 n2 (mod p), dus rit,;(kh) 2 {mcd p) en ab is qu~draHtrest. 
Is a qundr8atrest ~n t ::tetre~t, 0i1n leidi de onderste:ling da: ~t 
co·k: q_1..L.J-i:lr2:.:1trest 1L::, tot: c,er ..:~c)ntrt3d1ct1f:!. 1~r1:11ers er ber1t3E:r1 d-'.:1r: c~et~,11t-~r-
." ... , ') f) 
·n ,.,n k =~"'+ ,,._,,., .. c:(,.,,·)a· t)l , .. , 1•-h':f.,,-,t·:d 1·,) (1''"' ,1"'b-{hk)c.. (m,xJ 11) en 
-· ,,, ., .. l,,l,,v --·-· ~ ,••l'-, ;,;$ ~..,.,_1~ , ... , ...... t"} , .. •.-"lo..> - .__..," ,, ,, r·•;"' 
. 2 - - -
'l:"I - (~1k~1- 1) {\'·,",'i(1 n \ Ir·, q•·•·d 'i\·'l ,,-,,,t (lP ()r:t1"•l"r-1t·p 11 1~,,;J' t)Ver t t,..i = ,.., ... .( .... ,.., r."' J J ""'· ' ~ ,,l -~•,,:"' :,~~ .. .,1 .,. •.• ,..... r-.... ., .,,. ,, .,.J,.J. , •<;,;::. ,. ., ., 
L!.: r.i t: tens 1 ,:)t t e t 
der p-1 onderling ~od p 1ncongruente getnllen x, wsarbij XE1,2, •.. ,p-1. 
De getallen xb zijn dan ook cnde~ling incongruent en de ½(p-1) getallen 
van dit stel vo~r welke x een qu1rlr~atreat la zijn, zo~le wij zojulst 
ZGgen, nietreste~. n m0~Le~ de 0ve~lge 1(P-1) getalle~ (welke d~s pro-
1ucten zijn VAn twee n1etresten) j~ist de l(p-1) quadr~atresten opleve-
i•en. 
:efinitie. Onder het s~:~001 v1~ Lesenare 
het getal -1 3ls 3 n1etrest is mod p; 
het getal G 2ls ~ Jeel Ar 1s door p. 
~e vocrafg2unde atellinc, )~n~avuld ~ct eenvoudige 0verweg1ngen vJar ge-
fo~TIJ..11e .: 
C,;pg:we 1. B.ewljs dit. 
Euler heeft een criter!~m gegeven rnn b1J gegeven oneven priemget □ l 
p ' .. :it te !"1-:'3keri of eer: getril J •,lU,'J'.:lr:CJatrest or niet:rest is. Dit luidt ;-1la 
volgt: 
Alan quadr3atrest 
ala a ~ietrest nod 
!!10() p 
p ts, 
ringen van deze beweringen. 
Bew1Ja: Zij a qusdr•ar:1 treat mod p. Er is dciri een getn l h met 
.... ' t·· I 1 
- ~\'.c'. a - ... .:. 
-
(mod v), 
\faorb1j de laatete congruentie die van Fennat. is. Beschouw thans de con-
o-1 I ) gruentie x· :::1 \mod p, met haar p-1 wor-tels 1,2,. .. ,p-1. We schrijv1;;:n 
-nu 
, tfry-1) . 1 ~(u-~) .. , 
• V"- \ ~ , ~,· I y.:! \ l, j ~,,-, 1- [ \ ·' n1 -·v" 
\ 4'!.. - I \ •lo. ·-. ,, ,1 :::::; tJ \ • \ .. , 1.J p) • 
Elk dezer factoren moet m.2 1 ( p .. 'J) ni:,ly ... ,ur.ten tezitten, w~nt geen vrrn bei-
1.ie kan er ft1eer• habbtm dan 1~ijn gr'aad bedr>[iagt en aamen hebben ze er p-1. 
t i 
I -1 
n en res v r 
' d een 
te 1 e V 
em uw . I 
u ate 
p , 
s e n l Jk 
t ·n t•' ~1 ,:, ~ " ., 
' 
icr t 1 
r vi +·1 
d 
1 n r 
1 1 s n 
I. 8 r- een raotsom .• 
is 
) ( ) 2 ( + 
Ad II. 
. (3 1s -· «/3. c.x 
') 
I :1J, -J: .'.)I\\•-
~;;.i \\ ~-· J 
f' 
OE "E·, <~~ .,; 
Nu is hetzij ~A+bB, hetzlj •A-bB deelbnar door p. I~ners hun product io 
( 1•1rv~ r,) \ ., ..,,,. ..... ,_, . 
. ' . 
;n1icrs: Ult jc cndcrstellln~ volrt 1n de b1j I g~brulkt~ notatie dRt 
t)/,a J /J/3· Ond:·:t fb (){9( pi-1t·r.\ ls, :is c.< r::r1e:,~ ind€ r:tnt_; v:.ir: GDUSEl. 
~-~~ve; Bewi'Q rlMT 
;~_:_.~:-_ I, • '"j .,,, \...J .:: ..,.,. ' 
()1:·~d:?t dE; r~:Lng vn:n G·i-~i..1ss ee'.:1 ontb-.ind.1;:1gsri.nt~. 1~3,,, :ts dDn L'X {je(::l'bD.Jr t1t::t--
'71 ·1 0•1'\ (3 hc,tc>·! ·1' nr·, i:i' r,nlj-~,-.,,t·ecl '•"•\' ex J,r:i Dqn 1· s ,,,r (;'iC•l"l X' in elf' r\r1 " 
,:,~ ~, ,.,, :J • ♦ ,;,,,, •' .... -·· 't, ... i,'".. ( ..J • ,_. ...., . u \,' I,;., -.. ,.} .. . ; J .. ~· ,, ...... ' ..,. ,, . (I . ' "' .., .... --~ ,. ·, --
\1 an Griuaa rnet()(O"" (J. Men heef't tj~in d,.tifj~(3fj cm het: gezochte :ru -
,... i .crit .. 1• s \7 ""l ·••• .-, • • ··• •»"1 " ., r·, t ... Y Y "'' · ,, ·· , n a·,·· ,·1· T''',., •· ~ :o"J 
'"-', .t: . c 1. ! '*' t.. i:.J t..: '~"\. .. ; r;; , _ •~; (J (l , 1,, 'l...i 1--,1 ct:.:._ · .,,. "-t·.,, ...... __ . c. l, ~.:.. -..~.i.1 "' 
Nu het bewi,)s van de st(:lling· zeli'. 7.lj het priemgetal r:i-'1(mod .1., ).'\1r: 
lli;'.\•·c,, .._-::i . . 
t 8 C,... Ae•1' : ; 111"' t· ·: ·1 ~- - - ) fr.., r-d \ .. ,,- nt, 1· ·, •Ji 1" ,"/ ""!''•"]€· r• de· •'\ 1 cre 1''l•"e r, \,, '" j (i t' 
,.L '-.;. ,l' -... ..... ... ,4, ,I \o- • .,. z:: , \ ·.,.-..~''··' ,i ·' T,,,, 4 • ·- "'·· ·'..• ,t.1'•~-" 4\, , ·-· ·""'(:, ~· - .. LJit,\,.~ , _..., , ._ 
.... " 
11 cJ-,,·,~-.,·, no""en ..... , .. 1.-,,,·,f·,·1··,,,.,. ~·t· ('/·,,, 3 l-. -1\ '""U'' ·ic...,1...•• rv "'1",r ·-< ..... ) 1 •·.--, 1--
.... , ,, .._..,j ~---''-- .1,,..1 I ... -t:;1 ,I u .. r_w·~~· ! .,::., v-t::..: ~ ..I..~•:; 1..J' 1 -' ) ' I.,..\~ ·:2_: \ {.1- .- l • ...J ,\.I \., I J::.:;:; t-··'' .!It .. · ·" \t t··- .. .. ... J 
het gctal v ls elke ;J~·iu~d~lcr q, zoJls wlJ ~l zagen, een vlervoud +1 
zen is voor alle onJeelt~r~ 4v en ·•·1, d1.e <'. p zijn, d.w.z. clke q .1.'.J 
een quad1~:n:1ts0r:1. Wegen:: Ii::, d·,i: \' 1 13 prodw .. :t v.,rn qundr:.1sts~11:1r.1on ccK 
,:, 
een q1.,::1drtiatsc)m. :.">ezi: LJ'H.st<'" is ,:;:er; .jeler v,rn de qu:)dr-r01:1tson u .. +·1. 
Dus wegens II is eek p cen qu~Jr11tsor1. 
2e Bew11e: Zij peen ondeelb~Jr 4vo~d +1. Er ls d3~ een get~l u Mtt 
·:1'~::::: -1 (r.·,Jd p). Dus pju;l+-i= O(& me:t 0( :a::u+L Er ziJn nu t~.f\.:e g;ev3llt:n 
nH>[~lljk: 1° p ls ,:indeelb:,:ir in de ring von Q,iuss of p ls :•ld,HH' isrnmE.n-
, .,,.. .. , C'} .,,. - ~ gest•::.t.·.:1. Hl geval 1" n:oet p c,p zeker e:cn der f'i:H:tot'en ex e:1 Cl( deelbD8t' 
zijn. Onc:lE:f'Stel bv. P~CX. W:iar drrn ge.ldt rla, d.w.z. p \ex. Dus 
I - . .., PfCX-0<:a,?1., in strijd met P:;:"1 (nod 4) • .Bi.Jgevcilg geldt 2v, 1.1us p ls 
sa~engesteld in de ring van G~use. Omdit p priem is in de verzsmelin; 
der gehele geta llen moet p zeker een __ complexe ( niet re~le )dele¥E(3 27 
bezi tten. Maa r ui t '?._\-p volgt dan ,3 lf1 • Dus P= /?:./3 , d. w. z. P is een 
quadraatsom. Het is nl. uitgesloten dat p meer complexe delers'bezit. 
Opgave 4. Bewijs dit. 
3e bewijs: Evenals hierboven ziet men in dater een u bestaat met 
u2+1=vp. Zij m de kleinste positieve waarde van v waarvoor vp de som 
vnn twee quadraten is. Dan heeft men mp=x2 +y2 en m<P· Zij x'=x (mod m), 
y 1 =Y (mod m), zodanig dat os:)x'l< ½m, 0 "'-'Y'}< ½m. Dan geldt 
;,1. ~ ~ ;2 - -l - 2 2 
0 < xi 2 +y1 C ~ ½m2 en x 1 +y 11 3: X +y 2 - 0 (mod m), dus x 1 +y 1 =mn met 
:::. .... - 2 2 2 2 2 2 2 O<n<½m. Stel nu dat n>O was. Dan gold m np=(x +y )(x 1 +y' )=z +w met 
= :=. 2 2 Z=XX 1 +yy' = x +y ::;: O (mod m); W=XY' -x 1 y _ xy-xy=O (mod m), dus 
np=(~) 2+(~) 2 in ;;rijd met de minimaliteitsdefinitie van m. 
m m 21 2 2 Bijgevolg is n=O, dus x'=Y'=O en mix, mjy. Derhalve m {X +y =mp, d.w.z. 
m}p en m=1. Q.e.d. 
Opmerking. Een bewijs, analoog aan dit derde, zal later worden gegeven 
voor de stelling dat elk getal te schrijven is als de som van vier qua-
draten. 
Met behulp van de stelling van Wilson kan men voor p::::: 1 (mod 4) 
-gemakkelijk de oplossing;en geven van x2:::: -1 (mod 4). De getallen 
X= +(½(p-1))! voldoen nl. Immers men heeft 1::::-(p-1):, 2=.-(p-2), •.. ,k=.-(p-ki 
du s-X= ( ½ ( p -1 ) ) ! = 1 . 2 • • • • ½ ( p-1 ) i: ( - ) ½ ( p- '1 ) ( p-1 )( p-2 ) .•• ½ ( p + 1 ) x 
(p-1)(p-2) .. ,½(p+1) en wegens Wilson geldt dan inderdaad x 2 i::-1 (mod p). 
Opgave 5. Gana tot welk resultaat deze methode voert bij een priemge-
tal P3:3 (mod 4). 
Om iets naders over het symbool van Legendre te vinden, leiden wij thans 
af het 
Lemma van Gauss. Zijn pen q twee verschillende priemgetallen en pf2. 
Reduceert men de ½(p-1) getallen 1.q,2.q, ... ,½(p-1).q tot hun absoluut 
kleinste resten mod p, dan voldoet het a8ntal N dier negatieve kleinste 
resten aan (g)= (-)N. p 
Bewijs: Zij j .q::r;(modp).,waarbij rj de te beschouwen absoluut kleinste 
rest is. De ½(p-1) getallen lr1 1, ... jr½(p-'1)I vormen dan een permuta-
tie der geta llen 1, ... ,½ ( p-1), 1\Tant p { r j-rk en p { r j +rk voor a lle moge-
lijke paren j en k met j~k. Immers rj.±rk=q(j+k) is wegens O <j, k,('_½(p-1) 
niet deelbaat1 door p. Bijgevolg heeft men jr1 ... r½(p-'1))=(½(p-1))!, d.w.z. 
(½(P-1))! q½(P-'1) :::(-)N r 1 ... r½(p-'1)=(½(p-1))! (mod p), 
dus wegens het criterium van Euler: 
(~) ;q½(p-1)=(-)N (mod p), 
en wegens pf2 ten slotte (%)=(-)N. 
Dit lemma maakt het o~s inderdaad mogelijk om voor bepaalde waar-
den van pen q het symbool van Legendre uit te rekenen. Wij geven als 
voorbeeld het geval q=2. 
Zij allereerst ½(p-1) even (=2s). De te beschouwen absoluut klein-
Ate resten zijn nu 1.2,2.2, ••• ,s.2; (s+1)2-p, (s+2)2-p, ••• ,2s.2-p. 
Het aantal N is het aantal uitdrukkingen van de tweede groep en blijkt 
na uittellen te zijn S= J(p-1). Is nu p=1 (mod 8), dan is s,dus N, even 
2 - 2 
en (p)= +1. Is P::5 (mod 8), dan is s,dus N, oneven en (p)=-1. 
Zij vervolgens ½(p-1) oneven '=2s+1). Nu zijn de te beschouwen abso-
luut kleinste resten 
1.2,2.2, •.• ,s.2; (s+1)2-p, (s+2)2-p, ... ,(2s+1)2-p 
en het aantal N der uitdrukkingen van de tweede groep is nu s+1. Is 
P::3 (mod 8), dan is s even, dus N oneven en (~)=-1. Is echter P::=:7(mod 8), 
· ·, dan is s oneven, dus N even en (~)=+1. 
Samenvattende vindt men dat 2 quadraatrest is van de priemgetallen 
p met p::; +1 (mod 8) en nietrest :is van die met p = +3 (mod 8). 
-- --
Opgave 6. Bewijs op analoge wijze dat 3 quadraatrest is voor de priem-
getallen p met p:::.+1 (mod 12) en nietrest voor die met P=+5 (mod 12). 
Opgave 7. Bereke~ het symbool (q) van Legendre voor q=-2;:.3,6 en -6. p 
Wij bewijzen thans een beroemd theorema dat ons een algorithme op-
levert voor de bepaling van (q) voor willekeurige ondeelbare p. p 
Reciprociteitsstelling van Legendre. Indien pen q oneven priemge-
tallen zijn heeft men (q)(P)=(-)"½(P-1 ).½(q- 1 ) p q 
Bewijs: Wij gebruiken bij het bewijs het lemma van Gauss. Eerst beschou-
wen wij de getallen 
hp=ah+qsh met O<ah<q (h=1, ... ,½(p-1)). 
Men heeft dan sh= [h:]. Telt men deze ½(q-1) relaties op, dan vindt 
men 
( 1) 
waarbij alle sommen lopen over h van 1 tot en met ½(q-1). Nu komen er 
ender de resten ah een aantal voor die gelegen zijn tussen ½q en q. 
Schrijft men deze als ah=q+bh dan is bh een absoluut kleinste rest mod q 
en het aantal optredende getallen bh is wegens het lemma van Gauss ge-
lijk aan M=(~). De overgebleven getallen ah en de nu juist ingevoerde 
}bh [ =-bh vormen een permuta tie der geta llen 1, ... .,½ ( q-1), dus hun som 
is gelijk aan ~ h, bijgevolg is de som der overgebleven getallen ah en 
de getallen bh,hafgezien van een even bedrag, ook gelijk aan Lh. Wij 
vinden dan uit (1) 
f hp=~ h + M,q + q ;t:J (mod 2), 
(~~a, omdat p-1 en q-1 even zijn, 
M:::;L ~ 
- h q 
(mod 2). 
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oeaave,8. Leid het gevondene van de vor1ge opgave ar met behulp van de 
rec1proc1te1tsatell1ng. 
Opgave 9. Onderzoek voor welke waarden van p het aymbool <-?-> gelijk is 
aan +1 en wanneer het gelijk is aan -1. 
Opsave 10. Hetzelfde voor (i). 
Het symbool v:in Legendre (!!!.) is gedef1n1eerd (en na het voorafg::i:rn-q 
de 1n pr1nc1pe tc berekenen) voor willekeur1ge men priemgetallen q. 
rtet geeft ons tevens uitsluitsel of de congruentie x2:m (mod q) oplcs-
-baar 1e or niet. In principe is hiermee ook het onderzoek der congruen-
tie x2:m (mod n) uit te voeren, mits men mGar van n de priemontbinding 
kent en mit~ men congruenties van het type x2=m (mod qr) voor ondeel-
-oare q kon oplossen. Hierop komen w1J weldra terug. Toch zou men zich 
kunnen afvragen of ook een symbool (~) voor willekeurige men n in te 
voeren is en of het van belang is om hiermee u1tslu1tsel te krijgen over 
de oploebaarheid vr-m congruenties van het type x2::! m (mod n). Het eerste: 
ie g~schied; het tweede blijkt echtcr niet het geval te zijn. 
Om allereerst het symbool (fi) ~van Jacobi)voor samengestelde n in 
r 1 rs 
te voeren stellen wij bij n=q1 •.. q8 bij def1n1t1e 
m s m rcr' (-) = 1T (-) , 
n qo-
0""=1 
·waarmee het symbool van Jacobi 
Men heeft nu 
is teruggebrnchttot dat van Legendre. 
Stell!ni. (-;) = (-1)½(n-1); (2 fn) 
Bew1Js: Wij tonen de beweringen aan door volledige inductie naar het 
aanta l priemfactoren van n. Stol n=pn' en stel de rela ties geld en reec1E 
voor n'. Dan heeft men 
(--1) = (-1)(-1) ( )½(p-1), )l(n'-1) ½(n-1) n P riT = -1 (-1 =(-) , 
mnt ½(p-1)4(n'-1)-·~(n-1)=-½(1~p~(': n')::O (mod 2) 
en verder , 2 2 2 
(*)•(~)(*,)=(-1 ).Jl(p -1\_1)8{n 1 -1)=(-•,)i(n -1) , 
want ;(p2-1)+ J(n• 2-1)- J(n2-1)= - ~(p2-1)(n 12 -1):,0 (mod 4). 
s.~~.ll~ni• Ale 2{mn, dan geldt (~)(~)=(-1)½{m-1 ).½(n-1). 
P.8'!1Js.:, Wij geven een beW-,..Js dO"'Jt" induct1e naar de aom der aantallen priem-
factoren 'van men n~ Is cl~.e so:::-. ~ P.n zijn n en m e-lk p~m dan geldt de relat:1e v.:il-
gena de gewone rec1procite1tsstell1ng. Zij de som). 2 en stel zonder de 
algemeenheid te schaden n•pn• waarbi,1 p pr1em is en de etell1ng voor n 1 
en m Neda bewezen verondersteld is. Dan heeft men 
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'\( \"' ,., ,··1 \•t \'I\ '•f \' ,,,, \ 
'l· 1 tl- 'i 1 • ~ I rr, - I 11 +--)· 1 n 1 .. -1 1, • ;· ; 101 - ·1 , - ;,. \. on - -1 i • }.; i m -1 , ~~ -~ t D - 'l , 1 n 1 - ·1 ,· • J 1 m- '1 1 
,t:; \ ., I{" .ir:: \ b, \ ,... ). .,f' ;..;, l" ; ,,,- \ &., "II< ~ \,, ..,., \ 
•0 (moc! 2}. 
Echter ts 21) onoplosbaor want 
•') 
:1 x + bx + c ~ 0 ( mod m) • 
Zo~le reeds tetoc~d is m8g ner ZJnder de alge~eenheid te schaden het 
onderzoek teruzvoeren tot <11t v~n 
'i,. "': 2 +· r ..,'X + ,., -- 0, t ..... "<' "r ) A v • \ ,:IV ,I f,! 1 
Eerst b0schcn!wen w: ,j h~ t gfv:., 1 rcc:··1 en da::1r11i,j mog~r: wlJ ondersti:' l-
1en d;c:t p? ?J, omd,Jt rr~~•r, 1ni:e~~s eeri rctdG behrndelde EH.H'ste:graadsccnr:rucn-
tle verkr1.Jgt. r::ar; is wegerrn bet bcst"'li'H, vat" ri- 1 (mod p) 1j1) c;ongrucnttc 
terug te voeren tot ecn v n hct typ8 
2 
X + l:t X + 1: ::: () ( !'.l Gd p ) • 
Het gevRl P=2 is gemokkclijk na te G~a~. Men hoeft dAn trouwens 
() 
.. • - V (·"•0' ,.:, ;1 l 
,.._ - "'" .-11. 1,,..,1 1-~ I"' 
..... 
Q£_gave 1·1. VoE:r d::,t u1.t. 
" Ond~rstellen wij :, oncv~n d~n t0str1t 2-' (~od p) en men vinJt 
1 ., , ')_-~ 2 
, x + ::n .J '·· = 1i m 
"1" 
Is nu(~)- +1 d~n iq ~e congrucntie oplosbaar; 1s (J)=O dan eveneens. i)' l ,I • ~, p 
I! echter (~)=-1 dnn is de conrruent1e, dus zeker ook die met modulus 
p~ vocr i:·) ·1, onoplosb::i1.n··. 
·.•.ret 011~er-... c1n.k VP," d"' ti 1 '" • ... <HJ ... cor:gruen e 
·.root"" r > 2 tehoef't duo sleohts te wo1•d&n verricht r.lls die voor r•='i oplos-
':)fil:I r is. W1j gevcn 11u een prodide aan wain•mEH:! men de congruent1e 
r+·~ 
mod p I kan oplosafm a ls oat r.iod pr reeds is geschied. De gezochte op-
lossi.ng x moet dan mod pr 2:eker ovcr(:•enstemmen met een der• oplossingen.,, 
zeg u., van de congr,Jer)t:le m<,d pr. Stel de oploasing x=u+vpr. Dan heeft 
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f.. {) ? r1 ir:i t lt":'./f' wo~.•te l tt 3 '"•-·····•"··----, ... ___ ,.. __ ,,;. __ ..... 
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Hiermede is de hulpeigenschap bewezen. Voor de exponent c mod pr van i: 
heeft men dan cjpr' 1(p 1), P·1lc (omdat :.1 (mod pr) voert tot 
r 2 gc ;.1 (mod p) en omdat g een prirnitieve wortel is mod p) enc ,t'p (P·1). 
Bijgevolg is C=Pr 1(p-1)= j(Pr) en g cen primitieve wortel mod pr. 
Voor getallen van de gPdaante m~2r bestaat er, als r l3 is, geen 
pr1m1t1eve wortel. Het is van bel~ng op te merken dater wel een getol 
g bestaat met exponent ±'f'(•n) ""·2 1 •..2. 
Imrners voor r-3 neme men het getal 5. Het geta.L 5 voldoet bovendien aan 
52 ;,1 (mod 16). Even91s hlr:!rbr)Ven if'5 nu d0or volledige inductie naar r 
aan te tonen dat het getal 5 oak voldoet A~n 
Opgave 8. Ga dat na. 
Daaruit volgt dan dat het tal 5 de gewenste eigenschap bezit. 
0£~ave 9. Bewijs dat. 
Opgave 10. Als a ~1 (mod 4) is, don bestaat biJ gegeven r een exponent 
n met 5n = a (mod 2r). 
W1j geven thens e~n toepa8s1ng van de gevonden resultaten over h8t be-
staan van primitieve wortel9. 
Stellin&, Als m een primitieve wortel bezit dan geldt 
m 7Tn =-1 
n==1 
(n,m)=1 
(mod m); 
heeft m geen pr1mit1eve wortel dan is dat product : 1 (mod m). 
BewiJs: W1j weten dat in het eerrote geval de te beschouwen getallen n 
op m-vouden na van de gedaante gr zijn, wac1rbij g een primitieve wortel 
is van men r de waarden 0,1, ... 1 <f(m) -1 doorloopt. Dus het gezochte 
product is mod m congruent met g2 ilm)( ~(m)-1 ). Omdat g een primitieve 
wortel is geldt g ~(m) : 1 (m')d m), g½ ~m) = -1 (mod m). 
OE~ave 11. Deze conclusie, normaliter geldig voor priemgetallen m, 
hier warden getrokken op grand van de biJzondere gedaante van m als 
getal dat pr1m1t1eve wortels bezit. Bewijs dit. 
Omdat ':f(m)-1 oneven 1<:. (behalve als m=2 is, maar dat geval is 
relevant) heeft men g½ i (m)( ~ (m)- 1): -1 (mod m). 
ir-
In het geval dat m geen pr1mitieve wortels bezit treedt als eerste 
mogel1Jkhe1d op het geval dat 1nio=2r is. 
Dan geldt (verg.opgave 10) 
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§7. Rekenkundige functies en reeksen van Dirichlet • 
. 
In deze paragraaf onderzoeken w1J bepaalde eigenschappen van re-
kenkund1ge functies, dat zijn functies f(n) die voor alle natuurlijke 
n gedef1n1eerd zijn. 
Def1n1t1P.. Een rekenkundige functie f(n) heet multiplicatief ala 
r(ab) • f(a) f(b) indien (3,b)~1. 
Een multiplicnticvc rekenkundige functie 1s bepaald voor alle na-
tuurlijk~ getallen zodrn z1j het is voor de machten der priemgetallen. 
~~ellin~. Als f(n) en g(n) multiplicatief zijn, is de functie 
h(n) •) f(d)g(~) din 
het ook. 
BewiJs. Ala (n1,n2)=1 heeft men 
~ n1n2 L h(n1n2 ) a L- f(d} g(-"a) ,., 
dln1n2 a1ln 1 
waarbij gebruik gemaakt is ven h€t feit dat elke deler d van n1n2 on-
dubbelzinnig te schriJven is in de gedaante d=d 1d2 met d1ln 1, d~ n2 , 
due (d 1,d2)-1. 
Van deze stelling zijn vele toepassingen te geven. Bij een aantal 
ervan zullen wij g(n)=1 nemen. Daar deze functie kennel1Jk multiplica-
tief is heeft men: Is f(n) multiplicatief, dan is F(n)== E:. f(d) het 
din 
ook. 
Ala voorbeeld zien wij door f(n) = n te nemen dat 0-(n)= C f(d) 
• I:: d, d.w.z. de som der delers van n, een multiplicatieve din 
ruA!~ie is. Hiermede is O'"" ( n) gcmakkelijk te bepa len 1 Imme rs n ... pr heeft 
ala delera de getall~n 1,p,p2, •.. ,pr, dus \/(pr)= pr;_11 en bijgevolg 
s P 'rf" 1 r1 rs 
is ct"(n) • Tr II::: - , waarbij n=p1 •.. p8 de k,3nonieke ontbin-Q"' ~ 1 'A,,-r 1 
ding van n z1J. (I~ien hierover verder niets wordt gezegd zal steeds 
worden ondersteld dat dit de kanonieke ontbinding is van n). 
Qpsa'!~ 1. BewiJs dat 0-8 (n), de som der ae machten der delers van n 
een multiplicatieve functie is en bepaal deze functie voor willekeurige 
. n. 
In het geval dat 
P(n)• J:: f(d)• l:: 1 
din din 
i. ~(n). Deze runctie is 
men f(n)=1 neemt v1ndt men voor 
het aantal delere van n, veelal aangegeven door 
dus ook multipl1catief. Verder geldt d(pr).r+1, 
G 
dua ct( ri} >I' 
lU •1 
~-
Een zeer• b~~:l0n~;rl,P.;:1.: n-n;11.:,rli.i~,it:l(:ve f'un<:tle la de !'unc·t:'i.e fa(n) von 
M~bius I g(:.·def in tee rd a ls vnle:;t,: .,Li( 1) ~"' '1; 
n niet quadrsatvrij is; 
n een product 1s van r 
versch1llendc priemfactoren. 
§.ewiJa: Omdat:fi(n) ~nultlplt,.~'"i',icf if:, i~:1 M(n)"" I:.,,<{(d) h(:t. ook. 
din 
Men heeft M(·i) :_A.(1) ·" '1 1:•n VU'(h:r M(pr),,. !: ..4.(ci)=-)l.(1)+.).((p) .. 
-1-1~0. Bijgevolg M(1)=1, M(n).o ~ls nJ1. di Pr 
Het is ans nu :no;~1.l1,jk :)m nl.>2.:t ·1 1lE:t~n t''(n)= l=: f'(c3) u.it t.c: drukken 
1n <' 1d) ma,~"' o-,, •k:, . .-··1 •. ,,, 1.,· 1·,.. ~\ 1'" ·:;•r ') '"i1tdir~ .... ,,.,.,h 1 (;·dt rr·1e.': ·r~"",.·.•.f·,•ulp ~ \ "' o,. !1,?,t. Ctl,u l)\,," l. \l,, t.l • ,u • .... . e.t, .. ,( ... ,.... \ .. -
von de 
Omkeer!.'ormule v13!1 Mtll:: ius. 
f(rl) ~ C F(d)fi(~). 
din 
Bew1Js: M12n hceft 2.-=. ?(J).A,(~) = L 
din ~ din 
f ( d L fian geldt. 
De laatste som is op grond vJn het vcorafg~ande C of 4 Ln wel alechts 
eer. als a'T = '1, dus net l:~2tstt.: 1id is gell,Jk tHHl f'(n). Q.e.d. 
~5 E.,. ... ,1 .. ,.., ~--Ar .• ) ri> (•r:,\ - n 
• \,~n ... .,,1.> c.......- \t, ,...; . rT'I -~ n • 
"' 3 ' . ..! '--• n 
Het is duideli.~ik ck,t b1..j i,'(n) ""frr J'(d) t,n f(n) ,.,, L r-.,(d)_A(~) mer: 
door nogmaala toupassen van de J n c-mkeed'ormule vgl-/• M<Sblua weer 
P(n) inoet. tei"ugvincli:!n.,, d.w.z. dat 
01:gave 6. Bewijs deze fcn:'."!nuh: rechtstreeka. 
U':!.t: vroegere functi€ 4' ( n) vr-m Euler, 
gedefinieerd door 1. Wij vonden tocn reeds dat deze func-
Een eerete bew1Ja ge13t dtrec: .• B1J 
reohu1rlid der te bew1 . .l zcn f,:;r•r1·1uh: 
de gi:;daont8 
--1..::i__ en 
Pa • •• Ps 
' ·1 ,. i 
4 '"' 
wiJ ,J'm d~t .p(n)= n C A d 
r.. !'8 titn 
n-p 1 1 ••• p8 vindt men dat het 
eer aor:t 1e nrn ,.l tt.dt'uki<ingen ven 
f A 
\ l • 
"'""•.1f1 .,. en 1· •. ,~ _ r.,•?1,},•.· .. , ,.,., t.. J' ' ·•· \ mu • t· 1 "'·' ~ ··· ··· ... i " •·· ·1 s ·1 s t" I ... ' C JJ ( d ) n ; • .:c, •· u'-'"'-&t.: .'/, . ., . i ... - - ~\HJ,) • .,\, .. -1.1.i . .J.-..,:.,.l, t ... .1 ,J.. , ,... T\··,· - ,.... a ih-... -... 
O,..,~ .-,,......,c,,-, dL, m•1)·'·•1,,,1,,•,,•, '"''1 .. t 'l· .... n iO '··1' 13 t··"' 1 l····,,n~Q,.:ir.n 1•·1n«g.:, 
~· r,,. 1 ..,0, tz • "'"'" ,.: :;1, •• 1,, ,► t• J •. •~: • .\. ; ,. ,, :.: ,i. ,,, ci <• T \ .; .. :~:, • c J!,~ •• i:J' ,.,. " ,.. '-' , • ,.1111 - -
keet"(1 is ,.:::en tw,;e,j0 b,twijs v,n: onic fcrmul(.; gf:mAi-tkelt,jk mt t behulp van 
die mult1.p1ic1tivl tf:t":: te: vcrkr·i.jgcn. Irri..-n1~rs md'l he:ei't. de formulC;; 
a 1 ... ," ht n V ,~ 0 t• ri' ,., r •. ... ', ,., ... I ,. 1' •· ,., ' 'Y; , , ..... •,._.:, ,._ ;i_ , \,') ..,/ • ., • ~..::I ,.,: \_,. ~.:. •' 'I:,, .., -,o. ,, , ',., !,. f:_,,_- ,, • 111 
Beschciuwcn W<:' }'let rcsultnat van t.ocpi:,sscn 
van de omkeerfomuh: v~m Mtfoiu:3, cl:rn v ln.d t. mE.·n da t a ls ui t.gangs !'or-mul-2 
gego1den heeft 
bewezen. 
Q2gave 8. Btwija 
Op5ave 9. Als 
t'uncti0s. 
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i "'•.:,, i •. 
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00 
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ne:o:(' 
t v~rcct:111cndc prlemf2ctor0n 
a 0 .a 1, ••. kan men .de hiergenocrnde furic tic V,'.:ln ~en gctallenri.J 
~eeks van Dirichlet ook wel opv2tten als voortbr8ngonde functie (maar 
dan dus in iets and~r~ zin) vnn d~ rij 0 1 ,0 0 •••• 
, ... 
WiJ g~ven ~erst 0en p3ar convergenti~eig~nachappen van reeksen 
van Dirichlet. Als zo 1 n r-~eks .1bsoluu·c convf.:rg,::e.l't voor tL:kcr>e z, con-
vargaert :.ae Re z ~ Re z 0 • Immer-a 
_.,_ 
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sl1st 1.a. 
Rc:1::ds b1_1 ht.:t b·)v ... ·r,st:.i:1,·Hh z c ~"tt.1·1 dnt z:1.ch blj h1 .. t; convcr,:;1.;nti,} 
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-·-:.-;-,·-
l .1 • 
nr?) 
·•··' \ '-"' I 
(v~rg. blz. DE 49 ~.v.). W1j b wiJZln :h1~0 d~t dl dr1J r~cks~n 
A(z-.), B(z) ,.:n D(z) dt:.z1.:.lfd1:, ,_; r,L.r1,_;;:,n,,.i.c-1br,2is bc.;;.Lt.t.1;n. Vnn d,.:: r1.:f.::k-
Bt:n A(z) f•n B(z) !.s ·:11:, c-.1.:.J::; b,_k,.,nd, '""nJ'"1': 1-1jJ hl,!r ems b.v. kunnec 
bept.~ rl(1;:r, t ct l1t~ t '·/ ,~: .. rg; •~;: 1 l j i:<~·n v .~: r () c: ri . ..: t.: lcs c r1 13 ( ~:.) t~ n :-: ( :::: ) ~ 
i.s, d3w&z. 
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Bijg~volg g~ldt vcor tlt conv~rgtn~i~~tscia v2~ d~ Peeks van Di-
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Voorb~eld. Veior- de ~ -1'urn::t L n-:: h.\.:Cft m,.::n (omd:.:it men hicr' ken-
n=, -1 
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00 Zn Q'.) «) a:, 
,:: znh a r: m a-• a Amz, 
nc1 n "!-!n n»1 kc'\ n mi.1 
met \i • r:: an. H:1.er ontmc.€:ten wl,J dc~zelfde samenhang ala hier.-boveri 
n!m oo 
tusa,,..., dt: co~ft'~c·•J~•1 1··en .,. .. r ,.,.·•) "'t'6'- a ""l-z en f\'z) "r,,'z1' ~ 
'-•• ~ ... ,.._,,,, .., • > ,l • "\ ~- ~·1 f'l • ) 
Wij vlndcn door bv. All~ ~~~1 tG n~m~~ de rclatle 
c:::o t) co C ·~· ~ m 
_;;__ • L- d (m)z ·•• 
,; 1 ,..11 . " n::a, ,-,., m•. 
~B. Splitsing 1.n quad~sten. 
Reeds eerder vonden wij dat ieder ondeelbaar viervoud + 1 te schrij-
,,en 1.s als de sorn var. twee qu.adraten. Wij willen th.ans eens onder'zoeke~ 
cp hoeveel :nanieren he t moge l ljk la om t~r:n wi.l lekeurig na tuurll ,11< geta l 
n te schr~.jvt:rn a .ls Hom van twee quad ra ten en bovend ien ui t het resu.l t.aa t 
een intet•essant,£: f'ormule afleiden, 
Wij beginnen met de 
~ Z:l.j x een 1rr1Hionasl getal en n een vast gegeven gt:tal. Dan 
beataat er een or.vereenvoud1gt-3r>,? bt•euk F, met a-< b-<ri en \:x:- %1 < ic'· 
~ewijs . .Beschouw de r: getallcn 'Jx"""' av+~ , w:::arbij O * ~ <'..1, dus 
a-,"" [V x) (\'h=1, ••• ,n). De n twee aan twc,e ve11 echillende gctallen 
· z,9;>••-,~ z:i.Jn al.len >Oen < '1, thu:i et~ moeten er twee z:l.,jn, la-
ten wi;l zeggen t,;_ en 1.~1, riH;t O < ~-,~1 <J . 
Q~ BewijB dat t>"hf vt als h:;lk. 
Derh.alve (1-j)x = a.,--a, + f n·:•=t :J <t9'-<.·1 1:m 
.i. ,! ll 
waarbiJ )b/(1.-j), b.a }i-,jl /g, gm(a~-a., 11-jl). Dus 
,.1. ,J ( ;s en O < b ~ , i-j I < n. 
De hl,:r afgel<~ide st(;:lling geeft ona een (in zeke1"e zin niet con-
atruct1eve)methode van approximatie van ir-retionale getallen x door 
a + l"fttional.e '6' • Ook voor approx1matie van rat,iQnale getallt:n x "" ~ (met 
:m (t,m)-1) is li:Gn derge11jkn atell1ng af' te leiden. :)eze luldt ala volgt. 
~. Z1J x • ~ met ( t,m),.,1 on n een v~st ge:geven getal met O ,< r: <m. 
· "' a f 1'1 
~•, beetaet er ~eu onvereenvoudigbar>~ breuki5-rtH:t O<'b<n en 5x -i,<no· 
OE 4!j 
~wi~a. Analoog aan de voorafgaande stelling beachouwen wij nu de n+1 
getallen \IX•all + ~, waarb1J O < z9v <1, dua a»• [\J x] (\l•0,1, ••• ,n). 
Geen twee getallen t,#"h en i9'k met h~k z1Jn g~l1Jk; 1mmera anders had 
men (h-k} ¼ • eh-ak, dus hct 11nkerlid was geheel. Wegens (t,m}•1 
had men mlh-k; echter O < lh-k) ~ n <m, h~tgeen een contrad1ct1e op-
"" ' levert. De n+1 getallen 1';,, ... ,fr;. ziJn dus twee aan twee ong~l1Jk en 
allen ~ 0 en ( 1., zodat er Zl.:!ker twee zijn., latttn wij zeggen ti"1 en 
~ met O <vr-va; <J . Dan geldt 
(1-j)x • a 1--a. + J2' met O -<.-&-' <.1, J n 
waaru1t avenale hierboven voor x de gewenste benader1ng ~ wordt gevon-
den. 
Van d1t laatate reaultaat geven wij thans een zeer belangrijke toe-
pasa1ng. WiJ ncm~n nl. voor m 0en deler van het getal t 2+1 (dus zeker 
(m,t)•1) en n• (V"'m) +1, due Zt>ker n~m. 
Opaave ~. Ga dat na. 
Er b~staat dan due een gt::tal ~ met (a,b)•1 en\~ - il < nis , d.~.z h::., 
getal C• lbt-aml voldoet aan c(~<Vm. Nu heeft men b <n ~[\,l;i] +1, 
dus b ~ [V'"'m) en b2+c 2 < 2m. V.;rder is b2+c 2s b2+b2t 2-b2( 1+t2 ) {mod m)., 
due mlb2+c2 ; derhalve b2+c 2=m. Wij vinden dus: 
Als mJt2+1 dan beetaan er natuurlijke getallen b enc met b2+c 2-m, 
c:'bt (mod m). Er bestaat trouwens maar een zo'n stel getallen. Was nl. 
Ben C nog zo'n stel dan had men 
Nu is bC:E-bBt=!Bc (mod m), dus m2J {bC-cB) 2 • Wttg1-;ns (bB+cc) 2 ~1 geldt 
dan {bC-cB) 2-o, dus bC=:B. U1t b2+c 2.a2+c 2 vindt men t~nslotte b•B,c=C. 
Omgekeerd, als b en c gegeven zijn bestaat er pr1::cit.::a Jen stul natuur-
11jke getallen m <:n t m1= t m=b2+c 2 e:n cs bt (mod m). 
Op~ave l· Bewijs dit. 
Er 1a dus een aeneenduidige toevoeging tussen de paren b,c 
met (b.,c)=1 en m,t met hut vcrband m=b2+c 2 ., c~bt (mod m)., d.w.z. er 
is een eene~nduidige toevoeging tussen de oplossing~n b.,c van m.b2+c 2 
Met (b,c)•1 en do getallen t tusson Oen m m,;;t c 'Ebt (mod m), d.w.z. 
~'s -1 (mod m). Nu is dit aantal getall0n t gtmakkelijk te bepalcn en 
da•t11ee dus ook hot aantal apl1ts1ng~n van m•b2~c 2 • 
. Jiet aantal oplossing1::n A{m) van t 2 • --1 (mod m) 1s een mult1plica-
('.).·,y'J.:,,:.',.;: 
e'!tuftCt.1e van m (verg. blz. 20). Men heeft A(2)•1, A(2r).o als r )2. 
~):~ A(~")•2 ala P:1 (mod 4) (vt:rg.blz. 25 ~n 30, 31). Tenslotte ' 
fJ~\1,,la Qlll (mod 4) (verg.blz. 25). 
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tJn evenzo t~,= r.i.:: 0 (mod m). Dua 
.,- '-J.-
en dit .la wegcna n < m Wt:·er .1.n otrijd mE:t de min1malit;{;itsdcfinitie van 
m. Ook d1t geval trcedt dus nlLt op. 
Het enlg mcigt'~lljk{:• gt:val is chn hi:.t derde, waarbtj n-o, zodat alle 
1 1-o z1Jn en m ciua dl:elbt:ioP i1:1 op alle x1 • Mear dan ls m2 deelbaar op 
' I::x/!. mp., due rrilp, dua wegens m<p v!.ndt n,.;;rn m-·1. Q.e.d. 
Wij beschouwen ~~en get::d.1em·l,j w0 .,w.~, ... gedefinieer-d door haar 
eerste twee elementen w en w1 en door de recurrentie relatie 0 , 
(n D 0,1;,•• .), 
wr,arbi,i a en b v:rntf: 3e ..,,_ .. ,·• .. ,.,· 1 'i•::n :tljn. Aller·eerat vr,agen wiJ ems 
a f of voor wn al~ rune:: ie v::in n f'1;r1 exr 1 ~ e lete formu.1.e te geven is. Dit 
\can ond,er me!:r d::or ~;cbr·utk te m:1lrnn van de theorie der.- d1f'ferentievet"-
ge1ijk1.ngen. Wi.,j v0nde~ dat ~. de ged;ante heeft 
,, 
waarbi,j <Ar1 en w2 wLl.1ekeudge per:todieke funct:ies zijt1 met periode 1 en 
. ~ ' 
o.en fl de nulpuntt::-n van de vcelt;er:n f(x)"'"x'--ax-b,. welke ,je karakte~ie-
tieke v,eeltierm van de ri,:l .-,crdt. tsenoc:7ld. Voor r'J:,::,Q en 1 vindt men resp. 
+ •.L),.,' 
,( ... 
dus fl w -w 1..i () ·1 
w ,:, --·--·-·-1 , (3- O{ 
derha l11t:: 
{ ., ) 
Door volled'1ge ir\ductie ls deze for-mule ook rechtstreeks te bew1Jzen zon-
der gebt>uik te maken van de t eorie der dlfferentlevergeli.Jklngen. 
In het b1Jzonder v1ndt men bij w0 =-0, w,"\= 1 ( de r•1j dan aanduidende met 
u0 .,u·1 ,. ..... ) de re la tie 
(~) 
Dat meo voor wn en un ean symmetr1sche func t1e van (X e-n (a moet vin-
.den, ta e,(1derrt. D4! gevond&n forrrmlee 21.jn bet clan ook. Een nog meei• ele-
·-ntatr a'n!l1etr1ach& funct:t.a is da rune tie vn•O< n+ ~n. Kennel1Jk voldoet 
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Verder 1a het ook duldel1jk dat voor nllM geldt C(m) I C(M) nn dat els 
(m,M) • 1 het getal C(mM) het kleinst,e ge1nene veelvoud is ven C(m) en 
C (M). Om d\:S C(rn) t:~ bepel!rn .ts het vcld,:,ende 01n d:tt te doen voor het 
geval dat m de gedaante pr beztt. 
Wae r wl.j ge;;:ompllceer·de ui t.zonder1ngen weriaen te verm1Jden zul len 
wiJ elechts ~etallen m beschouwen die relatief priem z1Jn met b. Uit 
volgt den ook (voot• k ?,.'i) 
zodat C tevena het kleinste natuurlijke getel 1s met 
w,, = w (mod m), 
\.• - 0 
w: ..... 1 z w.1 (mod m). 
~, ' 
Het volgende onderzoek beperkt z1ch nu tot periodiciteit mod m 
van de rij un• Het getal C ~ C(m) 1e nu het kleinste netuurlijke getal 
W.!:HH·vocr g€·ldt 
B1J der;e rij ve 1 t nog tets lntere::rnanta op te merken. Er kunnen 
nl ree,-4.,, e".1..,..,..1··"•·.-·"'t..,.., -~ee1ba·"r' '' 4 1•·1 "'"'O"" ··1 "'"'"''"""'O'~ O <'" _.,,,.. 7.1'j ... 11' Jt .t ... ,~1,:,-,,J'.J\:,~ l,,,4.h lJ " ... ,.,.jl L, ... i..., .. '¾ • .&t,.,,r;#~ , , f"I/Q-i;;;,Jitl:.~V .. i.. .i.1.--.. v-. -,. 
c • c(m) het klt'.',lm3tt:'! m.3tuu1'll,jke getal met ml%. Kennc~lijk ls den voor 
elk veelvoud lee van c ook u1,r deelbaar door m. Omgelceerd ziJ ua~O (mod m) • 
.• c 
St.el d • qc + r :met O ~ r !SC. Dari geldt 
dutS wegens 
relatie ook 
r-o en cjd. 
len w1j met 
v(.n). 
(m,b)n1 en {m,uc) • 1 (waarom?) vindt men (aangezien deze 
•uist 1•,.,, ,,, .. Cl;. d'o,;r• r~ WO"'df V'"'~" 0 nrrer~) dr•t· ~,,u dus· J .-. ...., o ...... o , .. , ..,,,· 1v ,J,_ \.,f t.,tv-,.;,;., t;:J. i t;J, lJ~ r' 
Dit leert ons in het bijzonder dat clC. Het quotilnt zul-
v aandu1den, of om aan tc geven dat v afhangt van m, met 
Verder heert inen nog Cllc-b. -u 
. ::; ,U,. ,. g: C i1 (mod m), 
dUB 
zoodet 
'- ~ I .,. 
"' v(. 
1 W ()1,; = Gi<. ~ uc·..-·'1 v (mod m), 
vtd, waarbij d de exponent is van uc."' 
-t-, 
'"' ._. d ~ _ de { d ) 
, = uc+·! ..ii; - mo m , 
mod m. Ook geldt 
r,Jus do IC, dwz~ dlv~ Ult deae reeultaten volgt dat v• v(m) gelijk 1s 
e8n dt'! exponent d van uc,..1 mod m. 
V:en b~:Lang ii! vo{Jrts het resultaat 
~ C 
'lc+1 c:: -a 0t' (3< -=.:. ( -b) (mod m) • 
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Dan gLl.rlt wcgens (3) ook r:du p' m~u" "I• 2 2r• I 
I' [' 
d.w.z. c(m)•2P. Z1j nu m.p1 1 .... p 9 8 • Den 1e 
t• ... P .. 1 • 5 
c(m)•2 .. Z'ij nu rl\•P1 · ••• p5 •• Dan 1a c(1!1) ..:t:.n th.tl~r- \'an h~it. KGV di;t' 
r -1 r -1 
gtjtf1ll~n p1 1 (p 1 ±. ·l),.,..,p5 t~ (p8 ..t 1)., (w::.u1rbl,l de t-:}1<~ms worde11 
gekozt:!n !!l nP.r:n· h1-:)t karAktcr :n,x! ·10 -:h:r prir•mfactor1;n 1nu~1 M). 
Due 1s <5an c(m)a2P•m+1 ckelbs.nr np dH KGV :fat; tt.-1n h<,ogst,;; gt~li,H< is 
1 ti.Bf! -..l"""'T flk")al hun product., dus 2•··· 
2P SJ.ij_ T) 
-;:.:-- • • Hieruit volgt dirt.!Ct 2t·-1.q, 
2 ...... 1 q 
Het getal 1n-2P-1 :ts due een prh:mgetnl en 
dua !'•1 ,~n ook nog c(m)!m+1 .. 
h6t is bovend!en van de ge-
daantt1 ± 3 { moo 10). 
Orn het ondcrzoek daadw1::rk .. ~l1Jk ult te voeren moet men het getal 
v m<>d .m bc?palen. DH g·.1achi~dt het <;)t!•rwoudigste door gebru.ik te 
2p-1 
,,.j 
maken van de relot1e (3) l'k:lke luid<k v., =v. '"-2. Men heeft 
... n ri 
V A "' ·3 V 7 H _.,4 7 ,r ,,,..1)2· 0·1 (1e '"'ii V"'n Luc--"') 
., •• , ~ 2·. , 4.,. , , • e- . I , ,, 10 "" . ' , • • • . • . ,., ""' ... ., • 
Als dus h~t p-1e elem~nt VAn d0z~ rlj deelb~ar is door 2P-1, is 2P-1 
priem. 
Wij leten cena zlcn ho~ d~ m0thod~ wurkt b1J hat aantonen van de on-
deelbaar-hcld v1:n·, m-127 .. 27 -1. M2?i h.:,eft in het tweetnllig€J stelael re-
konende (n1et ~'l:lt del 1nd1c~,s bt:tl'."t;ft!) 
,:, 
V8 = 10·1·1·11; v16 ,., 101111,._ - '10 :;;: 1'10000; v32 :=10000; V54 :Oi 
dus 127 ta ondeelbaar. 
Op ana loge wi,1ZH 1s het grootst1.:: :tn 1954 beik1;1 r1d-8 pri.-2mgErta l 
22281 ... 1 gevonden. 
Voor get:all,er! m van de gedaante rn :e, 1 {mod 4) d ient m{:,n z ich, zoa le 
al wcrd opgamerkt, te bedit:nen vtm t;•(m andet"'e r1j. Hter is een tweede 
riJ van Luoas bruikbaar, welk~.11 wt:llawaar dt~ ,2-igcnschap v 2n.v n 2-2 bez1 tilt 
maar een endure v1 heeft. Deze luidt 
v1 • 2• v2 • ,, V4 • 14, V8 • 194.---
l)e. a<tthod.• ie gegeneral1aeerd om ook te lcunnen worden toegepast 
1>1.J ~t; oru!$t't'toak van sets llen r. 2e + 1 bij bapan lde r:- e;n 1t1 .. 
' ' ,.. ,, ',',/ i' '. ' . ...... 
t 
b 
(1) 
ma 
r n 
1-
1-
n l 
een js te 
1 r 1s. rt1.irnte d 
e t js neer te 
aa to-
u:t l.t-
n ta 1 van 
d: 1 
t name valt r d 
t s 
r'•~ 
'" 
rme en van hot 
, 
n -) 
j11 om t-
001• meri 
k1ngen gelijk aan ~ met (u,v)•1, dan volgt uit 
ux-vy-vz.o, vx+uy-uz.o, 
dat x,y en z zieh moeten verhouden ale 2uv, u2-v2, u2+v2, waarmede het 
probloem is opgelost. 
oegave 1. Laat zien dat uit het gevondene niet noodzakel1Jk volgt dat 
x even is. 
WiJ beachouwcn thana hct geval n•4 en tonun aan dat ~r dan g~en 
oplosa1ng van (1) bestaat. :'11j tonen lets mE:er aan, nl. dat zelfs de 
relat1e x4+y4.z2 geen natuurl1jke oplossingen bez1t. D-:: hierbij ge-
bruikte methode d~r descente 1nf1n1e is van Fermat afkomstig. 
W1J stell~n dat ~r wcl een oplossing bestond. Dan bestond er ook 
oen kleinste, d.w.z. er is een g~tal z mtt 
z2.x4+y 4 en u2Jv4+w4 voor O <u <.Z. 
Tevens moeten dan z,x en y twee aan tw~e relat1~r priem z1Jn. 
OJ?.18Ve 2. B~wijs dit. 
Op grond van het bov~nstaande h~eft m~n dan 
2 2 2 2 2 2 x =2ab 1 y =8 -b, Z•8 +b, 
waerb1J a en b natuurlijke g~tallcn zijn met (a,b)•1. 
op1ave 2• BcwiJa de leatst2 rtlatie. 
~ttende op het karakter mod 4 volgt uit y2.a2-b2 en uit h~t r~1t dat 
y oneven is (want xis even) dnt a oncvcn is en b even. 
Opgave 4. B~w1Js dat. 
Stellen w1J dan ba2c, dnn vindt mt:n x2-4ac en omdat (::1,b)•1, 
dus (a,c)=1 vindt men dat a-d 2 , c-e2• Dus y 2:d4-4e4 . 
Verdtr kunn~n wiJ hi~ruit concluderen dater gehele getallen g 
en h met (g,h)=1 beataan, zodanig dat 
2t2=2gh, Y=g2-h2, d2=g2+h2. 
Wegena e2sgh ~n (g,h)=1 h~eft men gak2, h=m2 , dus a2-k4+m4 . Uit 
d 2-a -c a2< z <. z2 blijkt dat er .::en quadraat d2 zou bestaan da t kleiner 
is dan z2 tn evenccns de som is v~n twee vierde machten. Hiermee is 
een eontrad1ctie gevond~n. 
Uit d~ gegevcn beschouwingvn volgt dat de onvervulbaarheid van 
( 1) nu nog "sl~chts" voor pr1emgeta llen n bt:Jhocft te word en ondcrzocht. 
2PJla~e.2• Ga dat na. 
W1j ma ken thana en1gt: opmerkingen over hl.i!t g1;:va 1 n•3. Zijdf.:::linga 
1ra· Vtrband met de &telling van F~rmat staat het 
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r-1,0 ts te st.'ihr•!.jven al! ~om van drle der-
diS ffl!Jehten v~n r•t!t.ioneh: g,~tH.l .. len. 
~~1.J.!: Zond~Jr dt a 1.g,,:mocnh-.' id r.~.: acht:id,m mag rn~n r > 0 onders t1r:.llt:rl. 
Wij probc.:t•en du;;11 rati.onnl,~ u,v ~n w te vinden met 
'l 3 1 
r "' 'iJ.1+v +w·,... 
W1j zullBn ni~t de mueGt algem~ne oplossing (u,v,w) b~pal~n m9ar 
sh:chte speciah:. Dan kunn-..:r, wij nan u,v ,_:ri w, dus aan x.,y >;;;'n z nog een 
'l ,., t'j 
ver-det"t:; ~OOI'Wi'Hl P(k opl;.;gg ,n, Di,.: Z8 l 1uid1,;,n X-' •3Y{ Xe: -zc)., zodrn dan 
x~ •·--·1•11 ~ •• , •. J,,, .. ~"2' ) ... ,., y • ~, 'c,~;,W u~ 1,,3,, 1., ,ia:,.,._v ,x-z,., Gl•.l,~ 
3(x -z) ~ 6 
due 
(2) 
+-,.,) " X 
·"""" 2 -, 3(x+z) (x-z) 
( x2 ) 3 X·+-Z 3r * \{x~z)t · X:Z- • 
x.+z rn1 -= X··Z 3r, dus x=a(3r+1), Z•0(3r-1), 
6d3r-1) 
w,~~. 
( 3 r+1) 
Opgav"' ;::. v-, .... ~ f' ◄ l' .. ,... ..... ··11 "" <:; •••• , ·"'k" de"'~- ·1~. ,::1..13 +'• 73 _, ,,,3 • 
.... ""• t. ...... ~.~-'---• .. 1...-l .• l. .. ,l.('C,',C u ~c,. • ..... 
Men \.can zich nog nfvr:~g..:ri o!' u,v ·.:n w>O z:ijn. Alvor,.:ns dlt t1:.: :Jo,-::n 
m~rken wi,j op da t 
.:? _ i'l"r•-(a·")3_1_t,1 u)3.daw)J ""p3.,v3 ..... ,,J.;,-
" - · • - ,, \A 1' \ •·• V , \ • ,_,, r , , j 
war. rb1.,j 
(3) 
todet w1J voor ~lk rationJal gwt~l R t~v~ns on€1ndig voel splitsingcn 
vinden door 8 te laten ver10ran. Will~n wiJ dan U,V en W poa1t1ef nemen 
~ 3 3 dan moi::.t m(:!n zorg~n dnt u{R/z~'L v(H/:1 ) t·n w(R/a ) positi12f :~i-jn. Wij 
onderzot:lcl1l"i dus hr)1:: d1 t. wor'{\t b~,-r~Un. Nu lridt d;.:: t:}ia 
u(r) .> O tot 9r-2-30r+1 4.. O, dus ~ <. r .<. ~ • 
1 1 c.:+•")• '6 De e1e w(r)>O leidt tot r .> ,f, zo!Jnt w·i.j alv.:~st nern"':n ~.(t•,~ • 
. ,,,, 2 .• '{ •-::>,. ) ;;, 
H,.:t i:md~rzoek thH• v~el tt;rm b( 3r+1) v.2 i r ... -B·tx·£·+4:)t•+1 lee rt one dot v 
poe1t1ef 1e voor l" <.0 6 76 •• en r1 ) 2,26 •• , z.odat wi,l dus -:ah1indig vttel 
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oplose.1ngen i3) v~:~:\,T6doo:"' ,1 :..:o tt· .. ki,:z1:H, dat j" <4 <0,76 •• ofwel 
dat 2$1~ .. ";1' <~· d't.rn 1,09.. R <:a<.1,4\.. 5 .,ofwel 
0,67 ... \fR<:e<..t),76 .. \3/R. Zr.i,l1a r•1.~eds 1e •?pgt-:merkt vlndi'n wi.j hier 
slcchts epeci.al<:: splitsingi.'n Vf.l:) R., r.l. di,~ Wf:larvoor• x3a3y(x2-2 2 ),dus 
(4) (U+V+w) 3 = 3(w~v)(U+V+;?W)(U+.V). 
~ Qa d1t na. 
~. 03 rm h,,)C m:':!n u1 t h,ut gt:\'Of;di,:r,~~ ook !lpl.1 taingen ReVJ +w3-u3 
kan v1nden m1::t post tl..::·vt! U, V en W. 
In h~:t bijzondt:r is dua b<:wezcn dat de Diophant1eche ver•gel1jk1ng 
one1nd1g vcel g~h~l~ oploseing8n btzit. Ncemt men voor r zelf ~ender-
de m.acht, dan lev..:· rt ( 2) ons geh-.iic op loss tngcn van 
~ 3 i ·~ " 3 1 3 hv. 1 ... 4 gee ft 12-- +1 .. 9~ +10-'. D,.; llkleinste II oplossing 3-' +4 +5--.6 is 
hiermee n1.et t.e v,::r'.<!'ijgt:n. D,.:ze vcldoct r:1. n.ict aan ( 4). 
'Wij keren thane t.1: rug tot het vermot:den van Fe:rm.a t E:m gevEcr. .::: r-
wa t a lgemener1::: bt;schouw1ngcn over•. 
W1J gaan ~nigc conclusiLS tr~kkcn ov~r g~tnllcn x,y,z en p (priem 
en orn::ven) wn1:.n•voor• xP+yP ... zP g(,ldt met (x,y),.,,,(y,z)•(z,x)=1. 
H€:t linkcr1id (x+y)V(x,y), warn'bij V(x,y):xxP- 1-xP-2y+ ••• +yP- 1 , is 
due een pe macht. Wij ond8rzo0k~n ccrst of x+y tin V(x,y) een factor go-
meen kunoon h~bbt'n. S t;d. q is i:{.:11 g,..:mumschappel:tjke priemde ler van de-
i<:: u1tdrukk1r.gt?n, d,3n vi.ndt m,:n x ~-y(mod q)., dus O ::V(x,.y): 
:!YP-1+yP- 1+ .. . +yP-\,,P}'P- 1 (mod q). Nu gt::ldt Q,f :l, w.~nt anders q Ix en 
(x:,y),'1. Due de (;n:lgc mog'.:l:!.jt<hcid ts d1t Q=P :Ls. 
Een aoortgelijkc r~dencrlng is rnofelijk voor xPx(z-y)V(z,-y) en 
yP.( z-x )V( z , ... x L zodn t. et' twu~ mog1;; :liJkhcden bl ijkt:n tc: kunnen optredtm: 
I. p ,r xyz; 
II. p 1a deelbaar op precies Jin d~r d~ie g~tollun x,y en z. Wij geven 
thane een eantal conclusien over guval I. Dan z1jn x+y an V(x,y) onder-
ling ondeelbaar e:n mndAt hun product een pe m1cht is, b~e.taar1 ~:r gchcl~ 
getallen c:1 tn c 2 :odan1.g dat x+y=c./, V(x_.y)•c~/, z..,.c 1c2 • Evenzo heeft 
lien z-x--b1p .. V{z,....,q.,,b2p II y0 ·b1b2, z-ym;3,,P, V(z,-y)=a/', X=a,,a2 tfl b1jge ... 
volg 
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een factor pen men vindt 
kp-1 p ( ) p x+y~p c 1 , V x,y =pc 2 , 
waaruit bctrekkingen analoog aan die in (5) te vinden zijn. In het 
bijzonder vindt men oak nu op elementaire wijze dat 
De stelling van Vandiver die zegt dat deze congruenties ook gelden 
mod p3 is echter tot nu toe slechts met gebruikmaking van meer diep-
gaande hulpmiddelen bewezen. 
Met rekenmachines is inmiddels geverifieerd dst in geval II het 
getal p groter moet zijn dan 2000. 
